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INTRODUCTION 



Cette these etudie deux aspects difFerents des orbites coadjointes holomorphes de 
groupes de Lie reels simples non compacts : la structure symplectique canonique d'or- 
bite coadjointe d'une part ; les proprietes de convexite de la projection d'orbite d'autre 
part. 



Dans la theorie des actions de groupes de Lie, les orbites coadjointes se sont reve- 
lees etre, au cours du 20*^ siecle, des objets fondamentaux et disposant de proprietes 
geometriques tres interessantes. 

L'etude des orbites coadjointes est un veritable atout en particulier en theorie des 
representations. En effet, lorsque le groupe considere est compact, elles permettent 
tout simplement de classifier les representations irreductibles du groupe de Lie. Plus 
exactement, ce sont certaines orbites, les orbites coadjointes entieres ou dites egalement 
« prequantifiables », qui parametrent les representations irreductibles du groupe, a 
isomorphisme pres. Ce resultat est connu sous le nom de Theoreme de Borel-Weil. 

Une des proprietes importantes des orbites coadjointes est qu'elles sont naturelle- 
incnt munies d'une structure symplectique invariante. Cette structure symplectique 
invariante canonique se trouve etre egalement une structure hamiltonienne, dont I'ap- 
plication moment est I'injection de I'orbite coadjointe dans le dual de I'algebre de Lie 
du groupe. 

L'etude de la structure hamiltonienne d'une or bite coadjointe prend tout son sens 
lorsque Ton regarde Taction d'un sous-groupe sur cette meme orbite et la structure 
hamiltonienne qui en est induite. L 'application moment standard qui est associee a 
Faction hamiltonienne de ce sous-groupe est appelee projection d'orbite. 

Pour fixer les idees, notons G un groupe de Lie connexe et K un sous-groupe de 
Lie ferme connexe. Notons et t leurs algebres de Lie respectives. Fixons A G g* et 
considerons I'orbite coadjointe 0\ :— G A de G. La projection d'orbite est la projection 
: Oa C 5* ^ r. 

L'interet de cette projection d'orbite est qu'elle permet, en quelque sorte, d'obtenir 
des informations sur les representations irreductibles du sous-groupe K apparaissant 
dans une representation irreductible de G, tout du moins lorsque les groupes G et K 
sont compacts. 
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En effet, lorsque G (et done K) est eompaet et A est un poids dominant de G, la 
representation irreductible de G de plus haut poids A, notee , se decompose en 
somme de representations irreductibles de K. La question qui se pose alors est : 

Peut-on determiner les representations irreductibles de K qui appar 
raissent dans la representation irreductible de Gl 

La reponse a cette question est partielle. Les poids dominants fi de K dont la repre- 
sentation irreductible associee V^f apparait dans ont leur orbite coadjoite K ■ ^ qui 
est dans la projection de I'orbite O/y. En revanche, la reciproque est une question bien 
plus difficile, et est par ailleurs fausse en general. 

Cependant, nous avons tout de meme une information asymptotique : si I'orbite 
coadjointe K ■ fi de K est dans la projection de I'orbite 0\ du groupe G, alors pour 
un entier > suffisamment grand, on a C V^^^. 

II existe malgre tout de bons cas pour lesquels la projection d'orbite determine 
precisement les representations irreductibles de K qui apparaissent dans Vf. C'est par 
exemple le cas pour Ic groupe unitaire K = U{n) qui s'injecte diagonalement dans 
le produit de s copies G = U{n)^ de U{n). Ici, on dit que U{n) verifie une propriete 
de saturation (pour le produit tensoriel de representations irreductibles), prouvee par 
Knutson-Tao [KT99]. 

La projection d'orbite s'avere done un outil fondamental dans la theorie des represen- 
tations. En particulier, c'est la connaissance des orbites coadjointes de K appartenant 
a I'image de la projection d'orbite qui est importante. 

L'etude de la projection d'orbites coadjointes, initiee par Kostant [Kos73] dans 
les annees 1970 et developpee par Heckman [Hec82] au debut des annees 1980, a 
ete egalement le point de depart de nombreuses recherches dans le domaine de la 
geometrie hamiltonienne. Le resultat le plus remarquable qui a pu ainsi etre decouvert 
est la propriete de convexite de I'image de I'application moment. 

Les precurseurs dans ce domaine sont Atiyah [Ati82] ainsi que Guillemin et Stern- 
berg [GS82]. Au debut des annees 1980, ils ont prouve que I'image d'une application 
moment pour Faction d'un tore sur une variete symplectique compacte est un polytope 
convexe dont les sommets sont les images des points de la variete fixes par Taction du 
tore. 

Cette propriete de convexite a ete generalisee peu de temps apres par Kirwan [Kir84] 
dans le cas d'un groupe compact, connexe, non forcement abelien, agissant sur une va- 
riete compacte. Dans le cas non abelien, c'est plus exactement I'intersection de I'image 
de I'application moment avec une chambre de Weyl fixee qui est un polytope convexe. 
Ce polytope est appele polytope moment ou polytope de Kirwan. 

Cependant, dans le cas non abelien, la perte de I'hypotliese de commutativite du 
groupe entrame la disparition de I'information sur les sommets du polytope moment. 
II est alors en general difficile de determiner les sommets, ou bien les equations af- 
fines, du polytope moment. Or, connaitre les equations du polytope moment a un tres 
grand interet pour les projections d'orbites, puisque ce polytope permet de determi- 
ner asymptotiquement les representations irreductibles du sous-groupe K apparaissant 
dans une representation irreductible du groupe G. L'exemple de la projection d'orbite 
pour les groupes K = U{n) et G = U{ny, qui est connu sous le nom de probleme 
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de Horn, s'interesse au lien entre les spectres de deux matrices hermitiennes avec le 
spectre de la somme de ces deux matrices. L'enonce de ce probleme a ete formule au 
dix-neuvieme siecle et Horn [Hor62] y a apporte una reponse en petites dimensions 
(dimension infcricurc ou egale a 5). II a fallu attendre 2001 pour obtenir une reponse 
complete par Knutson et Tao [KTOlb]. 

L'etude des equations du polytope moment dans le cadre de varietes non compactes 
se revele etre beaucoup plus marginale. Cependant, la propriete de convexite hamilto- 
nienne reste valide pour Taction d'un groupc compact connexe sur une variete symplec- 
tique avec application moment propre [LMTW98]. L'image de I'application moment 
n'etant plus compacte, on parle alors de polyedre moment. Cependant, il n'est genera- 
lement que localement polyedral. 

Hilgert, Neeb et Plank [HNP94] ont determine le polyedre moment de la projection 
de certaines orbites coadjointes elliptiques sur une sous-algebre de Cartan compacte 
d'une algebre de Lie reelle. Ce polyedre est decrit comme la somme de la projection 
de I'orbite compacte sous-jacente, dont le polytope moment a ete etudie par Kostant 
[Kos73], et du cone convexe engendre par certaines racines non compactes de 1' algebre 
de Lie. 

Eshmatov et Foth [EF09] ont, quant a eux, etudie la somme de deux orbites co- 
adjointes elliptiques non compactes, admissibles au sens de [HNP94], pour le cas 
d'algebres de Lie reelles semi-simples quasi-hermitiennes. Ce resultat est une version 
non compacte du probleme dc Horn. 

Duflo, Hcckman et Vergne [DHV84] proposent une autre etude dc projection d'or- 
bites coadjointes non compactes, meme si celle-ci n'est pas destinee, a proprement 
parler, a obtenir des equations d'un polyedre moment. En effet, ils ont calcule l'image 
de la mesure de Liouville par la projection de certaines orbites coadjointes elliptiques. 
La formule de Duflo-Heckman- Vergne pent alors permettre de determiner le polyedre 
moment de la projection d'orbite, puisquc ce polyedre constitue le support de la me- 
sure donnee par cette meme formule. Malheureusement, cette formule ressemble a la 
formule de Kostant, c'est-a-dire qu'il s'agit d'une somme alternee de mesures positives 
avec une combinatoire mal comprise. Cela entrame une utilisation delicate lorsqu'on 
souhaite I'appliquer a des cas pratiques. 

Nous avons mentionne plus tot le lien entre projection d'orbites coadjointes du 
groupe de Lie compact G, par rapport au sous-groupe K, et decomposition de re- 
presentations irreductibles de G en somme directe de representations irreductibles de 
K. Qu'en est-il pour le cas ou G est non compact, K restant quant a lui compact ? 

Malheureusement, ce lien n'existe pas necessairement dans le cas ou G n'est pas 
compact. Cependant, dans les annees 1950, lorsque Harish- Chandra a voulu etendre la 
mcthodc des orbites au cadre non compact, il s'est rendu compte qu'un analogue au 
Thcorcmc dc Borcl-Wcil cxistait pour certaines orbites coadjointes de groupes de Lie 
tres particuliers. Ces orbites coadjointes correspondent aux series discretes holomorphes 
de Harish-Chandra. On les appelle les orbites coadjointes holomorphes. 

Precisons un peu le cadre de definition de ces orbites coadjointes. Nous devons 
considerer ici un groupe de Lie G reel, semi-simple, conncxc, non compact et a centre 
fini, et K un sous-groupe compact maximal. Nous demandons, de plus, que I'espace 
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symetrique G/ K soit hermitien, c' est- a- dire, tel que la variete G/K soit munie d'une 
structure complexe pour laquelle Faction a gauche de G soit holomorphe. 

L'espace symetrique hermitien G/K a de nombreuses proprietes, dont celle d'etre 
une variete kahlerienne a pole (c'est-a-dire qu'il existe un point p G G/K au-dcssus 
duquel I'application exponcnticllc est un diffeomorphisme de T^G/K sur G/K) et a 
courbure sectionnelle negative. Ces varietes kahleriennes ont pour particularite d'avoir 
une structure symplectique simple. En effet, McDuff [McD88] a prouve qu'une telle 
variete est symplectomorphe a l'espace vectoriel symplectique (p, Qp). Ici, p designe la 
partie non compactc de la decomposition dc Cartan g = ^ © p. La forme symplectique 
r2p est la forme symplectique lineaire A'-invariante standard (voir paragraphe 4.1). La 
variete symplectique (p, Vtp) est egalement hamiltonienne, avec pour polyedre moment 
associe un cone convexe polyedral engendre par des sommes de certaines racines non 
compactes positives (cf [Par08, Section 5]). 

Les orbites coadjointes holomorphes du groupe de Lie G generalisent l'espace sy- 
metrique hermitien G/K. Ce sont les orbites coadjointes elliptiques qui sont munies 
d'une structure kahlerienne naturelle. Ces orbites verifient des proprietes symplcctiques 
analogues a l'espace symetrique hermitien G/K, nous permettant de determiner les 
equations de leurs projections par rapport a Faction de K. 

Cette these debute par deux chapitres dont Fobjectif principal est de regrouper des 
references bibliographiques et de poser certaines notations. 

Lc Chapitrc 1 propose de brcfs rappcls sur la notion d'action hamiltonienne, le 
Theoreme de Convexite hamiltonienne et le lien entre polytope moment hamiltonien 
et polytope moment algebrique. Ce chapitre se termine sur la definition de la projection 
d'orbite et sur quelques exemples fondamentaux, dont le fameux probleme de Horn. 

Dans le Chapitre 2, nous rappelons la definition d'espace symetrique hermitien et 
introduisons la notion d'orbite coadjointe holomorphe, dont la projection d'orbite est 
le theme central de cette these. Le Theoreme de Schmid est ensuite enonce pour les es- 
paces symetriques hermitiens irreductibles. Nous posons egalement les notations pour 
les systemes de racines des groupes 5*^(2^,1^), S0*{2n), SU{p,q) ct S'0(j9, 2), qui sont 
les groupes classiques de la classification des espaces symetriques hermitiens irreduc- 
tibles. 

Nous appliquons ensuite, dans le Chapitre 3, deux methodes differentes permet- 
tant de donner plusieurs exemples de calculs de projections d'orbites coadjointes holo- 
morphes. 

La premiere methode consiste a utiliser la formule de Duflo-Heckman-Vergne afin 
de determiner la projection d'orbite par le calcul du support de I'image de la mcsurc 
de Liouville. Cette etude n'cst rcaliscc qu'cn petit rang, pour les groupes SU (2, 1) et 
5*^(4, M), car les calculs sont tres vite difiiciles. 

La seconde methode revient a determiner le polyedre de la projection d'orbite par 
ses points rationnels. Ceux-ci sont decrits en termes de produits tensoriels de represen- 
tations irreductibles du sous-groupe compact maximal K. On calcule les projections 
d'orbites pour les groupes classiques simples Sp{2n,W) et SU{n, 1) pour n ^ 2, ainsi 
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que 5*0* (6), en appliquant les resultats de Knutson et Tao [KTOlb] resolvant le pro- 
bleme de Horn, et de Klyachko [Kly98] pour sa version en termes de produits tensoriels 
de representations irreductibles. 

Le Chapitre 4 apporte une generalisation du symplectomorphisme de McDuff au cas 
des orbites coadjointes holomorphes. Pour toute orbite coadjointe elliptique Ca '■= G A, 
avec A G £*, la decomposition de Cartan donne un diffeomorphisme X-equivariant 
entre I'orbite Oa et la variete produit K ■ Ax p. Ces deux varietes possedent chacune 
une structure symplectique privilegiee. Celle de I'orbite coadjointe non compacte 0\ 
est la forme symplectique de Kirillov-Kostant-Souriau Qoa- Quant a ■ A x p, on 
la munit du produit direct de la forme symplectique de Kirillov-Kostant-Souriau sur 
I'orbite compacte A et de la forme symplectique lineaire Qp sur p. Ces deux varietes 
symplectiques sont liees par le theoreme suivant. 

Theoreme A. — Soit A e tel que I'orbite 0\ soit holomorphe. Alors il existe un 
symplectomorphisme K-equivariant entre les varietes symplectiques {G ■ A, ^q-a) 
(K ■ Ax p, 0,K.Axp) Qui envoie {kA, 0) e K ■ A x p sur kA e G ■ A, pour tout k e K. 

L'espace symetrique hermitien peut etre identifie a une certaine orbite holomorphe 
Oaq, ou Ao est un element de fixe par Taction de K (il correspond done a un 
element du centre de t). Par cette identification, on retrouve bien le Theoreme de 
McDuff [McD88]. 

Le Theoreme A permet alors de donner une autre description du polyedre moment 
de la projection de I'orbite Oa- La notation Ak{G ■ A) (resp. A.k{K • A x p)) designe 
le polyedre moment de la projection dc I'orbite Oa sur t* (resp. le polyedre moment 
associe a la variete hamiltonienne K ■ A x p). 

Corollaire B. — Les polyedres moments Ajc{Oa) et A.k{K • A x p) sont egaux. 

Ce dernier resultat a ete egalement prouve par Paradan [ParOS], dans le cas ou 
I'element A est un poids d'un tore maximal de K, par des methodes de quantification 
geometrique, faisant intervenir la theorie de I'indice. 

Le Corollaire B nous amene a etudier, dans le Chapitre 5, le polytope moment 
des varietes hamiltoniennes de la forme (K • A x E^VLk-axe-i^k-Axe)-, pour E une 
representation complexe de K. La forme symplectique ^k-Axe est obtenue comme 
produit de la forme symplectique de Kirillov-Kostant-Souriau sur I'orbite coadjointe 
K ■ A, et d'une forme symplectique lineaire i^'-invariante Qe sur E. L'application 
^KAxE : K ■ Ax E ^ t* designe ici l'application moment canonique qui en decoule et 
■ E ^ t* designe l'application moment canonique pour (E, Qg) (voir section 5.1). 

Lorsque $£■ est propre, le Theoreme de Convexite hamiltonienne implique que I'en- 
semble, note A'^j^"^{K ■ A x E), des points rationncls dc Ak{K ■ A x E) est dense dans 
le polyedre moment Ak{K ■ A x E). Par des proprietes de quantification geometrique 
sur • A X on obtient la description suivante de A'^^'^{K ■ A x E). Dans I'enonce 
ci-dessous. A* designe le reseau des poids d'un tore maximal T fixe dans K et Aq_^_ de- 
signe I'ensemble des poids rationnels dominants pour le choix d'une chambre de Weyl 
t!j_ dans t*, dual de I'algebre de Lie de T. 
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Theorems C. — Supposons que '■ E ^ t* est propre. Pour tout A G Aq on a 

3N>0 t.q. {Ni2,NA) e (A*)2 et 

Cette nouvelle presentation de I'ensemble A'^'^{K ■ A x E) nous conduit a etudier 
le cone 



UQ{E) = {{f,,u)E{Al 



3N >0 t.q. {N^i,Nv) G (A*)^ ct 

ou Kc est le complexifie de K. 

Dans ce cadre, I'ensemble nQ(£') est la projection lineaire d'un objet provenant de la 
Theorie Geometrique des Invariants (abrege par I'acronyme GIT en anglais). Get objet 
est le cone semi-ample Cq(Xe0c)'^ de la variete projective Xe®c '■— Kc/B x K^/B x 
P(i?©C), ou B est un sous-groupe de Borel contenant le complexifie Tc du tore maximal 
T. Dc manicrc plus gcncralc, si X est une varictc algebrique projective, Cq)(X)+ est 
le cone engendre par les classes d'isomorphisme des fibres semi-amples i^c-linearises C 
dont I'ensemble X^^{C) des points semi-stables, associe a C, est non vide. L'ensemble 
Cq{XE®c)'^ est un cone convexe polyedral de I'espace vectoriel rationnel Pic^'^(X)Q, 
nous permettant d'affirmer que nQ(i?) et A^^"'"(i^ ■ A x E) sont des polyedres convexes. 

Les resultats de Ressayre [ReslO] s'appliquent ici, nous donnant un ensemble d'equa- 
tions determinant completement le cone semi-ample Ciq{Xe®c)^ ■ Ses equations sont 
indexees par les paires bien couvr antes de la variete X^ec definies dans [ReslO]. II 
s'agit des paires de la forme (C(w, w', m). A), ou A est un sous-groupe a un paramctre 
de Tc, (w, w' , m) E W xW x Z, avec W le groupe dc Wcyl de relativement au tore 
maximal Tc et C{w,w',m) est une composante irreductible des points de X^'^c fixes 
par A. On en deduit un ensemble d'equations du cone convexe polyedral IIq{E). 

On note Vo{E) le sous-ensemble des paires bien couvrantes {C{w, w\ m). A) de Xe^c 
telles que m = et A est dominant indivisible et i?-admissible. La £'-admissibilite est 
une propriete liee aux poids de Paction de Tc sur E. 

Theoreme D. — Soit ^ : Kc GL{E) une representation de noyau fini, telle que 
I'application moment associee $£■ : E ^ t* soit propre. Un couple {jJL.v) G (Aq_|_)^ 
appartient a IIq{E) si et seulement si, pour toute paire {C{w, w', 0), A) de Vq{E), on a 

{tv\, ji) + {w'\, v) ^ 0. 

Du Theoreme D, on obtient directement un ensemble d'equations pour le polyedre 
Af^{K-Ax E). 

Corollaire E. — Soit ( : Kc GL{E) une representation de noyau fini, telle que 
I'application moment associee ^e '■ E ^ i* soit propre. Si A E Aq alors on a 

Af^{K .AxE) = {^e A^,+; {w\, ^ {wow'X, A), V(C(w;, w', 0), A) G VoiE)} . 

Ges equations donnent aussi les equations de Ak{K ■ A x E). 

Le Ghapitre 6 est consacre a 1' amelioration de la condition necessaire et suffisante, 
donnee dans [ReslO], pour qu'une paire {C{w,w' ,m), X) de Xm soit bien couvrante, 
ou M est un i^Tc-module et Xm — Kc/ B x Kc/ B x P(M). Gette nouvelle equivalence 
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se decompose en deux conditions : une condition cohomologique, en terme de produits 
cup de classes de Schubert de la variete des drapeaux Kc/B, et une condition lineaire 
sur A faisant intervenir w, w' et m. 

Fixons quelqucs notations. On note W\ le stabilisateur de A dans W , et W'^ I'en- 
semble des representants de longueur maximale des classes de W/W\. Le plus long 
element de W (resp. W\) sera note (resp. Wx). A chaque w appartcnant a W ^ on 
pourra associer une sous-variete BwB/B de Kc/B, appelee variete de Schubert. Les 
classes fondamentales des varietes de Schubert ferment une base du Z-module hbre 
li*{Kc/B,Z), pcrmcttant de definir une base duale {cr^;^ e W} dans }i*{Kc/B,Z). 
On pose : A* — 7> H^(fCc/-B,Z) le morphisme qui envoie un poids ^ de Tc sur la 
premiere classe de Chern du fibre en droites sur Kc/B de poids /i. Pour tout entier 
relatif m, on pose 

M<„ := 0{v eM;yte C*, X{t) ■ v = t'^v}. 

k<m 

De plus, WTc(Af<m) designe I'ensemble des poids de Faction de Tc sur M^^. Enfin, p 
denote la demi-somme des racines positives de tc- 
Nous prouvons le theoreme suivant. 

Theoreme F. — Soit {w, w' , m) e x x Z tel que C{w, w' , m) est non vide. La 
paire {C {w , w' , m) , \) de Xm est bien couvrante si et seulement si, soit w' — WqWWx 
et M^rn — 0; soit les deux assertions suivantes sont simultanement verifiees : 

(m) {w\ + w'A, p) + Efc<r«("^ - dimc(MA,fc) = 0. 

Par ailleurs, un corollaire du Theoreme F est utilise pour prouver Ic Theoreme D. 
Get argument est indispensable pour permettre un bon comportement des equations 
lors de la projection lineaire, pour passer des equations du cone semi-ample a celles de 

Le Chapitre 7 termine I'etude des equations du polyedre moment associe a la pro- 
jection d'orbites coadjointes holomorphes. Nous y considerons toujours un groupe de 
Lie G reel, semi-simple, connexe, non compact et a centre fini, et K un sous-groupe 
compact maximal, donne par la decomposition de Cartan au niveau des algebres de 
Lie = t ® p. 

Dans le cas ou I'espace symetrique hermitien G/ K est irreductible, c'est-a-dire que G 
est simple, le Corollaire E s'applique a la projection d'orbites coadjointes holomorphes 
de G et les equations obtenues sont decrites dans I'enonce du theoreme suivant. 

En efi^et, I'espace vcctoriel reel p possede alors des structures complexes i^-invariantes 
donnees par la representation adjointe sur p de certains elements du centre de t. Rap- 
pelons qu'ici. Taction de K sur p est induite par Faction adjointe. On note p"*" I'espace 
vectoriel complexe p pour le choix d'une telle structure complexe i^-invariante. On 
designe alors par p~ I'espace vectoriel p muni de la structure complexe opposee a celle 
de p"*". Dans I'enonce ci-dessous, "PoIP") designe I'ensemble des paires bien couvrantes 
Vq{E) pour E = p-. 
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Theorems G (Equations de Ai^((9A)). — On suppose que G est un groupe de Lie 
reel, simple, connexe, non compact, d centre fini et que G/K est hermitien. Soit A G Aq 
tel que I'orbite 0\ est holomorphe. Alors, un element ^ de appartient d Ak{Oa) si 
et seulement s 'il verifie les equations 

{wX, ^ (wqw'X, A) 

pour toute paire {C{w, w', 0), A) de VqIp"). 

La structure complexe sur p, consideree dans le Theoreme G pour pouvoir appliquer 
le CoroUaire E, est intimemcnt liee a la forme symplectique Qp intervenant dans le 
Theoreme A et le Corollaire B. II est a noter que les poids de Paction de Tq sur 
torment, dans cette situation, un systeme de racines non compactes negatives de q. 

Le Theoreme G donne une methode generale pour trouver un ensemble d'equations 
caracterisant la projection d'une orbite holomorphe lorsque G est simple. Cependant, 
le calcul efFectif de cet ensemble d'equations sur un exemple precis exige de determiner 
les paires bien couvrantes associees. Cela consiste en deux etapes : 

(1) Determiner tons les sous-groupes a un parametre A de Tc qui sont dominants, 
indivisibles et p-admissibles. Nous realisons le calcul systematique de ces A pour tons les 
groupes classiques de la classification, c'est-a-dire pour les groupes Sp{2n, M), S0*{2n), 
SUip,q) et SO{2p,2). 

(2) Determiner, pour chacun de ces sous-groupes a un parametre A obtenus ci-dessus, 
les paires associees qui sont bien couvrantes. Nous efFectuons ce calcul pour les groupes 

Sp{2n,R), SU{n, 1), S0*{6), S0*{8) et aussi pour SU{2,2). 

Ces calculs concluent la partie principale de la these. 

Le travail d'amelioration du critere de Ressayre, pour le compte du Theoreme F, 
necessite de connaitre certains produits cup entre des classes de Schubert bien speci- 
fiques, dans la variete des drapeaux complete de GL„(C). L'Annexe A recueille tons 
les calculs de combinatoire dans le groupe de Weyl de GLn{C) necessaires et introduit 
la formulc de Chevalley, qui sera ensuite appliquee pour determiner les produits cup 
utilises au Chapitrc 6. 

L'Annexe B presente la definition de la classe fondamentalc d'une variete projec- 
tive eventuellement singuliere. EUe est utilisee pour definir proprement les classes de 
Schubert, qui sont largement utihsees dans le Chapitre 6 et le Chapitre 7. 

Cette these se clot sur I'Annexe C, prouvant que des triplets (/, J, L) tres particulicrs 
apparaissent comme triplets d'indices des equations de Horn. Ces triplets interviennent 
dans le calcul de la projection d'orbites coadjointes holomorphes de SU{n, 1), effectue 
au Chapitre 3. 
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Sauf mention du contraire, G designera un groupe de Lie reel connexe generalement 
non compact, K un groupe de Lie compact connexe et T un tore maximal de K. 

On notera K<c le groupe de Lie (et algebrique) reductif obtenu par complexification 
de K et Tc le tore maximal de Kc tel que TcHK — T. La lettre B designera toujours 
un sous- groupe de Borel de Kuz- 

On denotera par g, t, tc b leurs algebres de Lie respectives. 

Le groupe W sera le groupe de Weyl W := Nk{T)/T = Nx^iTc) /T^ de K relative- 
ment a son tore maximal T. On fixe une chambre de Weyl t;^ de K dans t*. 

On designera par A* le reseau des poids de t*. On prend la convention suivante : 
c'est I'ensemble des elements ou a est la differentielle en I'identite d'un caractere 
du tore T. Les elements de A* seront appeles les elements entiers (ou poids) de t*. On 
notera Aq := A* ®z Q le sous-espace vectoriel rationnel engendre par le reseau A*. Les 
elements dominants seront les poids (resp. poids rationnels) de A^j, := A* n (resp. 

A^,+ := A^nt;). 

Pour tout /X e A^;_, la representation irreductible de K de plus haut poids ji sera 
notee V^, voire tout simplement s'il n'y a pas d'ambigui'te sur le groupe. 

Le groupe de Weyl a un unique plus long element, note wq. Pour tout poids 
dominant /i, /i* designera le poids dual de /i, c'est-a-dire, I'unique poids dominant 
qui verifie V^, = V^* en tant que i^-modules. De maniere generale, on notera /x* := 
—WqIi e tl I'element dual de e tl. 
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POLYTOPE MOMENT ET PROJECTION 

D'ORBITE 



Ce premier chapitre rappelle les notions d'action hamiltonienne, d' application mo- 
ment et de polytope moment associee. II introduit egalement la version algebrique du 
polytope moment et fait le lien entre les deux cadres. Nous terminons le chapitre en 
donnant I'exemple fondamental de la projection d'orbite coadjointe, qui sera le sujet 
central de cette these. 

1.1. Polytope moment : le cadre hamiltonien 

1.1.1. Actions hamiltoniennes et Theoreme de convexite. — Soient G un 
groupe de Lie reel, et (M, Q) une variete symplectique munie d'une action de G. Tout 
element g du groupe G definit un diffeomorphisme m & M g ■ m E M. La forme 
symplectique est ditc G-invariante si elle est preservee par les diffeomorphismes de M 
dans M definis par les elements de G, c'est-a-dire : 

g*D, — Q, pour tout g & G. 

Le groupe G agit alors par symplectomorphismes, et on dit que Taction de G sur (M, Q) 
est symplectique. 

Definition 1.1.1. — Une application moment pour une variete symplectique (M, Vt) 
munie d'une action symplectique du groupe de Lie G est une application $ : M — )■ 
lisse, G-equivariante pour Taction coadjointe sur g* et qui verifie 

o?($, X) = -i{Xm)^ pour tout X e Q, 

ou {^,X) designe la fonction m e M ($(m),X) G M et Xm est le champ de 
vecteurs fondamental associe a X e g. 

Definition 1.1.2. — Une action symplectique du groupe de Lie G sur une variete 
symplectique (M, Vt) est dite hamiltonienne s'il existe une application moment $ : 
M ^ Q* pour cette action. 

Exemple 1.1. — Soit (y,Q) un R-espace vectoriel symplectique. Soit G un groupe 
de Lie reel agissant lineairement sur V tel que fl soit G-invariante. Cette action est 
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alors hamiltonienne. Une application moment pour cette action est 

V I — > (X G \VL{v, Xv) e M), 
ou Xv designe Faction infinitesimale de X & q sur I'element v de V. 

Exemple 1.2. — Soit maintenant (V, h) un espace vectoriel hermitien. La partie ima- 
ginaire Im h definit une forme symplectique sur V et sa partie reelle Re h un produit 
scalaire. Cette forme symplectique sur V induit une structure symplectique sur I'espace 
projectif P(V) des droites vectorielles complexes de V , notee uJv(v)i definie comme suit : 
I'espace tangent a ¥{V) en[v\, v & V \ {0} s'identifie naturellement avec I'orthogonal 
hermitien a [v\. La forme symplectique est alors donnee par 

l-mh{vi,V2) 

Si G est un groupe de Lie qui agit lineairement sur V en preservant la forme hermi- 
tienne h, alors Faction induite sur P(y) est aussi hamiltonienne. EUe beneficie d'une 
application moment canonique 

(t„v,(M),A-)= ^^^^^^ . 

De plus, la structure de G-varictc hamiltonienne sur P(V^) induit par restriction une 
structure de G-variete hamiltonienne sur toute sous-variete complexe G-invariante X C 

¥{y). 

Exemple 1.3. — Soit S'^ = {x'^ + y"^ + = 1} la sphere unite de M.^. Notons f2 la 
2-forme sur xdy Adz — ydx Adz + zdx A dz = det((a;, y, z), ■, ■), qui se restreint en 
une forme symplectique sur S"^ invariante par rotation dans M^. Cette action induit 
une action de sur S'^ par rotation autour de Faxe des z. EUe est hamiltonienne, 
d'application moment {x, y, z) & ^ z & M.. 

Dans differentes situations, la structure hamiltonienne a une propriete geometrique 
tres forte : Fimage de Fapplication moment, ou plus exactement, un certain domaine 
fondamental canonique de Fimage de Fapplication moment, est convexe, voire, dans 
certains bons cas, un polyedre convexe. 

La situation que Fon rencontrera le plus souvent fait intervenir un groupe de Lie 
compact connexe G = i^' et une variete symplectique connexe. On fixe T un tore 
maximal de K et V]_ une chambre de Weyl du dual t* de Falgebre de Lie de T. 

Theoreme 1.1.3 (Atiyah, Guillemin-Sternberg, Kirwan, Lerman et al.) 

Soit {M,Q) une variete connexe munie d'une action hamiltonienne d'un groupe de 
Lie compact K , avec une application moment propre $ : M — )■ t*. 

(1) L'ensemble Ak{M) := $(M) fit* est un ensemble convexe localement polyedral. 
En particulier, si M est compact, Ak{M) est un polytope convexe. 

(2) Chaque fibre de V application moment $ est connexe. 
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La version abelienne, c'est-a-dire lorsque K = T est un tore, avec I'hypothese de 
compacite sur la variete, a ete prouvee simultanement par Atiyah [Ati82] d'un cote, 
Guillemin et Sternberg [GS82] de I'autre. Ensuite, Kirwan [Kir84] a generalise ce 
resultat au cas non abelien, mais toujours avec une variete compact. D'autres versions 
on ete proposees ensuite, comme [HNP94, WeiOl] par exemple. L'enonce ci-dessus a 
ete prouve par Lerman, Meinrenken, Tolman et Woodward dans [LMTW98]. 

1.1.2. Orbites coadjointes. — Soit G un groupe de Lie reel connexe. Le groupe G 
agit sur g*, dual de son algebre de Lie, par Faction coadjointe. Ses orbites sont appelees 
orbites coadjointes. 

Soit A G Q*. Notons Ga le stabilisatcur de A dans G et 0a son algebre de Lie. 
L'application gEG\-^g-AEg* induit un diffeomorphisme G-equivariant de G/G\ 
sur I'orbite coadjointe 0\ := G ■ A. 

L'espace vectoriel quotient q/qa est muni d'une action de Ga induite par Fac- 
tion adjointe. II est connu que nous avons un isomorphisme de C-fibres vectoriels sur 
G/Ga^G-A 

Gxa,_Q/QA TOa . . 

[g,X] ^ i{geMtX)-A)\t=o, ^' ' ' 

ou X designe la classe de X G g modulo Qa- Pour tout g ^ G, nous noterons Ig : h-A & 
Oa (gh) ■ A G Oa le diffeomorphisme induit par la multiplication a gauche par g 
dans G. On pent aisement verifier que la differentielle de cette application satisfait la 
propriete suivante, 

dlgih-A)[h,X] = [gh,X], (1.1.2) 
pour tous g,h E G et tout X e g. En particulier, on a la relation 

dlg{A)[e,X] = [g,X], (L1.3) 

pour tout g & G et tout X G g. 

La forme symplectique de Kirillov-Kostant-Souriau est une forme symplectique de- 
finie canoniquement sur une orbite coadjointe Oa de g*. 

Dans l'enonce suivant, Q^{Oa) designe l'espace vectoriel des p-formes differentielles 
sur la variete Oa, et Q^(g/gA) I'ensemble des formes p-lineaires alternees sur l'espace 
vectoriel q/qa- 

Proposition 1.1. 4. — Pour tout p 0, l'application restriction ou G ^^(Oa) ^ 
uj\a G Q^(g/gA) induit un isomorphisme entre l'espace des p- formes differentielles G- 
invariantes sur Oa et l'espace des formes p-lineaires alternees G A-invariantes sur q/qa- 

Demonstration. — Clairement, a;|A est GA-invariante si ou est G-invariante, puisque A 
est fixe par Faction induite de Ga- 

Inversement, si une forme p-lineaire alternee b : [q/qaY ^ est GA-invariante, on 
pent definir une p-forme differentielle ou sur Oa, grace au diffeomorphisme (1.1.1), en 
posant 

uj\gA{[g, ^1], ■ ■ ■ , [g, Xp]) := b{Xi, ...,Xp), pour tous ATi, . . . , AT^ G g. 
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Or, la relation (1.1.3) nous donne alors 

{i;u;M[e,Xi], [e,Xp]) = u;U{[g,X^], . . . , [g,X,]) = b{X,, . . .,X,), 

pour tons Xi, . . . , Xp G 0. La forme differentielle uj est done bien G-invariante grace a 
la relation generale (1.1.2). □ 

Remarque 1.1.5. — Ceci est encore vrai quand on regarde plus generalement les 
espaces de {p, g)-tenseurs. Par exemple, toute metrique riemannienne G-invariante sur 
0\ provient d'un unique produit scalaire GA-invariant sur q/qa- 

Definition 1.1.6. — Soit A un element de g*. La forme symplectique de Kirillov- 
Kostant-Souriau est I'unique 2-forme differentielle sur I'orbite coadjointe Oa, notee 
Oo^, telle que 

(r]oJ|A([e,X],[e,F]) = (A, [X,F]) 

pour tous X, y G 0. La 2-forme VLqj^ est fermee, cette propriete se verifiant grace a 
I'identite de Jacobi sur I'algebre de Lie 0, cf [Aud04] par exemple. 

La forme de Kirillov-Kostant-Souriau etant G-invariante, Paction induite de G sur 
I'orbite coadjointe (Oa, ^Oa) symplectique. Cette action est aussi hamiltonienne, 
avec pour application moment I'inclusion de I'orbite 0\ dans q* : 

$G : ^ • A e C>A ^ ^ • A G 0*. 

Remarque 1.1.7. — L 'application moment $g est propre si et seulement si I'orbite 
coadjointe est fermee dans 0*. 

1.1.3. Prequantification. — Afin d'etablir mathematiquement la notion de quanti- 
fication utilisee par les physiciens, Kostant et Souriau ont introduit la prequantification 
des varietes hamiltoniennes. 

Soit G un groupe de Lie connexe et (M, $) une G-variete hamiltonienne. 

Definition 1.1.8. — La G-variete hamiltonienne (M, Q, $) est prequantifiee si elle 
est pourvue d'un fibre en droites complexes hermiticn G-equivariant C sur M et d'unc 
connexion G-invariante V dont la courbure est —iil, tels que la condition de Kostant 

soit verifiee pour tout X G 0. On dit alors que C est un fibre de Kostant-Souriau. 

Si (M, fl, $) est prequantifiee par le fibre de Kostant-Souriau C, alors la premiere 
classe de Chern de C est la classe de ^. De plus, I'existence d'un tel fibre imphque 
que la classe dc cohomologie [|^] est entiere, c'est-a-dire, [|^] est dans I'image du 
morphisme i^cech (M, Z) ^ H^eRh^ {M, R) [Kos70] . 

Exemple 1.4- — Soient A G 0* et Oa C 0* I'orbite coadjointe de G correspondante. 
On dit que la forme lineaire A est entiere si iA est la differentielle d'un caractere 
X de Ga- Si ce caractere x existe, il n'est pas forccment unique. Cependant, lorsque 
Ga est connexe, on a unicite de x- Remarquons que, dans la suite, les elements A 
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de g* consideres verifieront toujours G\ connexe. C'est le cas lorsque par exemple G 
est compact connexe, ainsi que pour les orbites coadjointes holomorphes qui seront 
introduites dans le Chapitre 2. 

Definissons la representation de G\ dans C par multiplication par x- Le fibre 
en droites G Xqa'^x G/Ga = Oa est un fibre de Kostant-Souriau. En fait, par 
[Kos70], il s'agit de I'unique fibre de Kostant-Souriau sur 0\. De plus, seules les 
orbites coadjointes 0\ associees a une forme entiere A de q* sont munies d'un fibre de 
Kostant-Souriau. 

Remarquons que, lorsque G est compact connexe et T un tore maximal de G, les 
orbites prequantifiables (c'est-a-dire entieres) parametrent les representations irreduc- 
tibles de G. C'est le Theoreme de Borel-Weil. 

1.2. Poly tope moment : le cadre algebrique 

Nous allons maintenant decrire brievement la version algebrique du polytope mo- 
ment, introduite par Brion dans [Bri87]. 

Soit K un groupe de Lie compact connexe et T un tore maximal de K. Prenons X 
une variete algebrique projective complexe sur laquelle le groupe algebrique reductif 
Kc agit rationnellement. Soit C un fibre en droites ample Xc-linearise sur X, c'est- 
a-dire, on a une action de Kq sur I'espace total de JC qui releve Faction de K£ sur la 
base X du fibre (la notion de fibre i^c-linearise sera plus detaillee dans le Chapitre 
5). Ainsi, I'espace des sections globales H^{X,C) de C est un Xc-modulc. Le but est 
de determiner comment se decompose ce i^c-module en somme de representations 
irreductibles de Kq- 

Definition 1.2.1. — On appelle polytope moment algebrique associe a {X^C) I'en- 
semble 

AJ^(A:, C) := {ix e +; V^^ C H^{X, C®^) pour un certain entier N ^ 1}. 

La principale propriete geometrique de cet ensemble est donnee par le resultat sui- 
vant. 

Proposition 1.2.2 ([Bri87]). — L'ensemble A^^^{X,jC) est un polytope convexe de 

La terminologie de « polytope moment algebrique » n'est pas innocente. En effet, le 
polytope convexe rationnel A^^{X,£) est fortement lie au polytope moment associe a 
une certaine X-variete hamiltonienne. 

Soit V un Xc-module rationnel de dimension finie et X une sous-variete fermee, 
irreductible et ATc-stable de P(y). D'apres I'Exemple 1.2, le choix d'un produit scalaire 
hermitien h sur V, invariant par K, induit une structure de iiT- variete hamiltonienne 
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sur X, d'application moment $x donnee par 




pour tout [v]eX (Z F{V) et tout Yet 



Theoreme 1.2.3 ([Bri87]). — Le polytope moment algebrique A^^{X,Ox{i)) est 
I' ensemble des points rationnels de Ak{X) = ^xi^) fl t!^. En particulier, Ak{X) 
est I'enveloppe convexe d'un nombre fini de points rationnels de Aq , et 



1.3. Projection d'orbite 

L'etude des structures symplectique et hamiltonienne des orbites coadjointes, defi- 
nies dans les paragraphes precedents, est tres interessante et apporte de nombreuses 
informations en particulier pour la theorie des representations. 

Lorsqu'on considere Paction d'un sous-groupe de G sur les orbites coadjointes de g*, 
la structure hamiltonienne restreinte a ce sous-groupe se decrit en terme de projection 
d'orbites, notion que nous allons expliquer dans cette section, en proposant quelques 
exemples fondamentaux. 

1.3.1. Definition generale. — Considerons toujours un groupe de Lie reel connexe 
G et prenons maintenant H un sous-groupe de Lie ferme connexe de G. Soit f) son 
algebre de Lie. 

Pour tout A e 0*, Taction de G sur 0\ induit une action de son sous-groupe H 
sur cette meme orbite coadjointe. L' action de H laisse evidemment invariante la forme 
symplectique fio^- On note la composee de I'application moment $g '■ Oa ^ g* 
pour Faction hamiltonienne de G sur 0\ et de la projection lincaire g* — )■ f)* obtenue 
en transposant I'injection canonique i) g. L'application $// est une application 
moment de (0a? ^Oa) pour Paction de H, c'est la projection de I'orbite coadjointe 
relativement au sous-groupe de Lie H. Cette derniere application moment sera aussi 
notee s'il n'y a pas d'ambigui'te sur le groupe qui agit. 

1.3.2. G compact. — Lorsque G — K est pris compact connexe, le sous-groupe 
H est alors lui aussi compact connexe. La projection d'une orbite : Oa — >■ i)*, 
pour un A G F quelconque, rentre done ici dans le cadre d'application du Theoreme 
de Convexite Hamiltonienne de Kirwan. Ainsi, I'image de la projection d'orbite 
intersecte la chambre de Weyl t*^ de H en un polytope convexe Ah{Oa) := $//(OA)nt!j_. 

Historiquement, ce resultat a ete prouve par Kostant, une decennie avant la preuve 
du cadre general par Kirwan, dans le cas ou le sous-groupe compact H — T est un tore 
maximal de K [Kos73]. Le resultat demontre par Kostant, dont I'enonce est donne 
ci-dessous, a I'avantage de donner explicitement et de maniere simple une description 
du polyedre moment At{0\). 



AK{X) = Af{X,Ox{l)). 
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Theorems 1.3.1 (Kostant). — Soit K un groupe compact connexe et T un tore 
maximal de K. La projection de I'orhite coadjointe K ■ A d'un element A e t* est 
I'enveloppe convexe de I'orhite W ■ K de K sous I 'action du groupe de Weyl W. 

II est egalement possible de connaitre la description exactc du polytope moment 
d'une projection d'orbite, meme lorsque le sous-groupe n'cst pas abelien. Berenstein- 
Sjamaar proposent une formule pour determiner les equations de ce polytope convexe 
dans le cas general [BSOO]. Cependant, ces formulas font apparaitre des equations en 
cohomologie ou interviennent des classes de Schubert de varietes des drapeaux, rendant 
les calculs difficiles et fastidieux en regie generale. 

II est egalement important de remarquer qu'avec K compact, les orbites coadjointes 
de i* sont des varietes projectives complexes. Plus precisement, on a une identification 
ii'-equivariante de 0\ = K/K\ avec I'espace homogene complexc K<r/P\^ ou Pa est 
un sous-groupe parabolique de i^Tc, qui induit une structure de variete kahlerienne 
X-invariante sur la variete symplectique (Ca, ^Oa)- 

Supposons que A est une forme entiere, c'est-a-dire A e A*, et notons x 1® caractere 
de Xa associe, comme indique dans I'Exemple 1.4. Le fibre de Kostant-Souriau i^A 
Kxki^'^x pent egalement s'ecrire comme le fibre en droites holomorphe f^c ^ Pa 

C^. Dans ce dernier fibre, on a confondu le caractere x de -ft^A avec I'unique caractere 
de Pa qui coincide avec x sur Ga- Les polytopes moments hamiltonien et algebrique 
associes sont alors lies par le resultat du Theoreme 1.2.3. En effet, on aura ici 

A^(Oa) = AJs(Oa,/:a) = {/i G A^^+;3Ar > 0, V^^ C H^O^.Cf')^}. 
Or, d'apres le theoreme de Borcl-Weil. cola rovient a ccrire 

^h{0^) = {/xeA^^+;3Ar>0,V^#^cV^#Ak}- (1-3.1) 

Cette approche du polytope moment hamiltonien de la projection d'orbite par les 
representations irreductibles a ete initiee par Heckman [Hec82]. Voir aussi [GS82, 
BSOO]. Ceci est une consequence d'une propriete de type « la quantification commute 
avec la reduction » . 

1.3.3. Le probleme de Horn. — Le probleme de Horn a vu le jour au dix-neuvieme 
siecle sous la forme suivante : que peut-on dire des valeurs propres de la somme de deux 
matrices hermitiennes, par rapport aux valeurs propres de ces deux matrices ? Cette 
question, qui, au premier abord, ne fait intervenir que des objets d'algebre lineaire, a de 
nombreuses interpretations geometriques et algebriques, par exemple en combinatoire, 
en geometric algebrique ou en geometric haniiltonienne. L'article de Fulton [FulOO], 
donne un apergu du probleme de Horn et des interpretations connues a I'heure actuelle. 

La formulation moderne du probleme de Horn peut se decrire en termes de projection 
d'orbites coadjointes. Soit s > 2 un entier. On fixe cette fois-ci un groupe de Lie H — K 
compact connexe, T un tore maximal de K et on considere G — — K x ■ ■ ■ x K 
le produit direct de s copies du groupe K. Le groupe K se voit comme sous-groupe 
de G par I'injection diagonale. Une orbite coadjointe pour G est un produit direct 
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(9ai X ... X des orbites coadjointes pour K de s elements Ai, . . . , Ag G i*. Dans ce 
contexte, F application moment est tout simplement la somme d 'elements des orbites 
coadjointes, c'est-a-dire, 

pour tout {Ai, . . . ,As) e Oaj x . . . x Oa^. 

Comme consequence du Theoreme 1.1.3, I'intersection Ak{Oai x . . . x 0\J de la 
projection d'orbite $k(Cai x . . . x CaJ avec una chambre de Weyl de t* est un polytope 
convexe. Le probleme de Horn generalise consiste a trouver des conditions sur n e i*^de 
sorte que soit somme des elements des orbites de Ai, . . . , Ag- Remarquons que est 
une somme d'elements de ces s orbites coadjointes si et sculcment si G C^^* + 0Ai + 
. . . + Oas, c'est-a-dirc, est element du polytope moment A/^(0^* x Oa^ x . . . x OaJ 
de la somme de s + 1 orbites. 

Le probleme de Horn generalise n'est qu'un cas particulier de projections d'orbites 
compactes explique dans le paragraphe 1.3.2. Une reecriture de (1.3.1), lorsque s — 2, 
donne le resultat suivant. 

Proposition 1.3.2. — Soient ii^i^^X G f\\. Les assertions suivantes sont equiva- 
lentes : 

(1) A G A^iO^ X a) ; 

(2) G AKiOx. xO^x a) ; 

(3) II existe un entier N > tel que {V^^ ® V^^ ® V^^)^ 7^ {0} ; 

(4) // existe un entier N > tel que V^^ C V^^ (g) V^^. 

Lorsque K est le groupe unitaire U{n) et s — 2, on retrouve le probleme de Horn 
originel. II est bien connu qu'une matrice hermitienne de taille nxn est diagonalisable 
et ses valeurs propres sont toutes reelles. Ceci nous permet de lister ses valeurs propres 
par ordre decroissant, en indiquant chacune des valeurs propres autant de fois que sa 
multiplicite. Ainsi, pour trois matrices hermitiennes A, B et C, on notera a (resp. 
resp. 7) le spectre ordonne des valeurs propres de A (resp. B, resp. C), 

a = («! ^ . . . ^ a„), 

et similairement pour (3 et 7. La question devient alors : 

Quels sont les n-uplets ordonnes ct, ^ et 7 qui sont les 

spectres de matrices hermitiennes A, B et C de taille (Horn) 

nxn, telles que C ^ A-\- Bl 

De nombreux mathematiciens ont etudie ce probleme, dont Horn, qui donna une re- 
ponse dans [Hor62] pour les cas n ^ 5 et conjectura le resultat pour n > 5. Knutson et 

Tao prouverent finalement la conjecture en 2001 dans Particle [KTOlb], grace aux per- 
cees obtenues dans [Kly98, HR95, KT99, KTW04]. lis ont prouve que I'ensemble 
des (a,/?, 7) G (M"^)^ repondant a la question (Horn) forme un cone convexe polyedral 



1.3. PROJECTION D'ORBITE 



11 



de (M")^ et ont donne ses equations. Ces equations sont indexees par les ensembles T" 
de triplets (/, J, L) de parties de {1, . . . , n} de meme cardinal, pour 1 ^ r < n, definis 
recursivement. 

Tout d'abord, definissons, pour r e {1, . . . , n — 1}, I'ensemble 



C/;=<^(7,J,L); |7| = |J| 



r, et ^i + ^j = ^^ + r(r + l)/2l 

i&I j€J teL J 



Ensuite, pour r = 1, posons = Puis, cn general, definissons 

pour tout p < r et tout {F, G, H) G , 

/eF geG heH 

Exemple 1.5. — Le cas le plus simple est pour n = 2. On ne pent prendre que r = 1, 
et 

T! = Ul = {m.{l}.{^}). ({2},{1},{2}), ({1},{2},{2})}. 

Exemple 1.6. — Nous aurons besoin plus tard du cas n = 3. Le calcul de Tf = Uf 
est aise, 

({1},{1},{1}), ({2},{1},{2}), ({1},{2},{2}), 
({3},{1},{3}), ({1},{3},{3}), ({2}, {2}, {3}) 
On peut ensuite verifier par le calcul que, dans le cas present, on aura aussi — 
c'est-a-dire, 

({1,2}, {1,2}, {1,2}), ({1,3}, {1,2}, {1,3}), ({1,2}, {1,3}, {1,3}), 
({1,3}, {1,3}, {2, 3}), ({2, 3}, {1,2}, {2, 3}), ({1, 2}, {2, 3}, {2, 3}) 

Le theoreme qui suit est I'enonce de la Conjecture de Horn. 

Theoreme 1.3.3 (Horn [Hor62], Knutson-Tao [KTOlb]) 

Un triplet (a,/?, 7) de n-uplets ordonnes apparait comme spectre de trois matrices 
hermitiennes A, B et C de taille n x n avec A + B — C si et seulement si 

n n n 

1=1 j=l £=1 

et, pour tout r < n et tout triplet (J, J, L) de T", 

+ E^i ^ 

iei jeJ leL 

Nous avons dit au debut de cc paragraphe que le probleme de Horn avait plusieurs 
interpretations. En particulier, il pcut s'interpreter en termes de representations irre- 
ductibles de U{n) (ou, de maniere equivalents, du complexifie GL„(C) de U{n)). Le 
plus haut poids joue alors le role du spectre. Un poids dominant de U (n) est represents 
par un n-uplet d'entiers ordonnes de maniere decroissante, fi = {fii ^ . . . ^ /i„) e Z". 
L'ensemble des poids de U{n) s'identifie au reseau A* dcs elements entiers du tore 
maximal des matrices diagonales de U{n). Quant a l'ensemble des poids dominants, il 
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s'identifie a I'ensemble A*^ des elements de A* ordonnes de maniere decroissante. On 
notera V^*^"^ la representation irreductibles de U{n), de plus haut poids de /x. 

Theoreme 1.3.4 (Klyachko [Kly98], Knutson-Tao [KT99]) 

Soient trois poids dominants X, /i et v de U (n) . Les assertions suivantes sont equi- 

valentes : 

(1) X, II et u sont les spectres de matrices hermitiennes A, B et C — A + B ; 

(2) // existe un entier N > tel que la representation irreductible V^j"^ apparatt 
dans la decomposition du produit tensoriel V^^^^ (8) V^^"^ ; 

(3) La representation irreductible v!/^^^ apparatt dans la decomposition du produit 



Les Theoremes 1.3.3 et 1.3.4 permettent par consequent de determiner quelles sont 
les representations irreductibles de U (n) qui apparaissent dans un produit tensoriel de 
deux representations irreductibles fixees de ce meme groupe. 

Exemple 1.7. — Soient A = (Ai ^ A2), n = (/^i ^ /i2) et u = (i/i ^ 1^2) trois poids de 
U{2). De I'Exemple 1.5, on obtient K^^^^ C ® V^^"^^ si et seulement si le triplet 

(A, Ijl, u) verifie les trois inegalites suivantes, 



et I'egalite Ai + A2 + /xi + //2 = i^i + i^2- 

Exemple 1.8. — Prenons maintenant A = (Ai ^ A2 ^ A3), /jl — {/jLi ^ 112 ^ /^s) et 
i/ = (i^i ^ z/2 ^ 2/3) trois poids de U{3). Le Theoreme 1.3.3 et I'Exemple 1.6 nous 
donnent V^^^^ C V^^^^ (g) V/^^^^ si et seulement si le triplet (A, /x, u) de verifie les 
douze inegalites suivantes. 



tensoriel (8) 



U{n) 



Xi+ Vl 
A2 + /il ^ ^2 
Al + Ai2 ^ ^2 




' Xi + X2 + Hi + 1^2 ^ J^l + 1^2 

Xi + X3 + fli+ fJ,2^ 1^1 + 1^3 

Ai + A2 + /il + /is ^ '^l + 1^3 

Al + A3 + /ii + /is ^ Z/2 + Z/s 

A2 + A3 + /ii + /i2 ^ Z^2 + t'S 
^ Ai + A2 + /i2 + /is ^ + 



et I'egalite Ai + A2 + A3 + /ii + /i2 + /is = i^i + + 1^3- 



Le probleme de Horn possede une propriete surprenante : il est possible de determiner 
les ensembles T" en resolvant le probleme de Horn pour tous les entiers p ^ r. Cette 
propriete est decrite par le Theoreme 2 de [FulOO], dont I'enonce est donne ci-dessous. 
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Pour une partie I = {ii < i2 < ■ ■ ■ < ir} de {1, . . . ,n} de cardinal r, on note la 
partition A(/) = {ir — r ^ ir-i — (r — 1) ^ . . . ^ ^2 — 2 ^ ii — 1) associee a /. 

Theoreme 1.3.5. — Un triplet {I, J, L) est dans si et seulement si le triplet cor- 
respondant (A(/), A( J), A(L)) apparait comme spectre d'un triplet de matrices hermi- 
tiennes de taille r x r telles que la troisieme est somme des deux premieres. 

L'utilisation de ce theoreme permet de donner des exemples de triplets non triviaux 
(/, J, L) qui appartiennet a T", cf Annexe C. 

1.3.4. G semi-simple et H = K sous-groupe compact maximal. — Soit G un 
groupe de Lie reel semi-simple connexe non compact a centre fini. On note q = t (B p 
la decomposition de Cartan de son algebre de Lie, associee a une involution de Cartan 
9 de 0, et soit K le sous-groupe connexe de G d'algebre de Lie t. Alors K est un 
sous-groupe compact maximal de G. 

Soient A G 0* et 0\ son orbite coadjointc. Rappelons que I'application moment $g 
est propre si et seulement si 0\ est fermee dans g*. L 'action induite de K sur 0\ est 
hamiltonienne, d'application moment la projection d'orbite $x : Oa — > t*- 

La forme de Killing Bq sur q est definie negative (resp. definie positive) sur t (resp. 
sur p) et G-invariante. EUe definit done des structures euclidiennes i^-invariantes sur 
t et p de sorte que 

B,{x,x) = -llXtf + llXpf , V X e 0. 

Cette forme de Killing permet egalement de realiser les identifications = 0*, ainsi 
que t = et p = p*, et on pent voir i* comme un sous-espace de g*. 

D'un autre cote, I'involution de Cartan induit un produit scalaire i^-invariant 

Bg{X,X)^\\X,\\^+\\Xp\\^ 

sur 0. Une verification directe nous donne = — ^^si^^ deduit 

que $x est propre si et seulement si est propre si et seulement si I'orbite 0\ est 
fermee dans 0*, la deuxieme equivalence provenant de la Remarque 1.1.7. 

II est clair qu'une orbite coadjointe est fermee si et seulement si I'orbite adjointe 
correspondante Ad{G)X/^ est fermee dans 0, ou X\ est I'unique element de verifiant 
(A,X) = B9{Xa,X) pour tout X e Q. Or, d'apres le Theoreme de Borel-Harish- 
Chandra [War72, Proposition 1.3.5.5], comme est semi-simple, I'orbite adjointe 
Ad(G)XA est fermee si et seulement si I'endomorphisme ad{X\) de est semi-simple, 
c'est-a-dire diagonalisable sur C. On en deduit que tout element d'une sous-algebre 
de Cartan de est dans une orbite fermee, mais egalement que les orbites elliptiques 
(c'est-a-dire les orbites intersectant £*) sont toutes fermees. 

Remarque 1.3.6. — La propriete que tout element d'une sous-algebre de Cartan de 
est dans une orbite fermee, a aussi ete prouvee par Neeb [Nee94, Theoreme L13] 
plus generalement pour toute algebre de Lie reelle. 
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Ainsi, la projection d'orbite associee a une orbite coadjointe elliptique 0\ est propre. 
La version non compacte de Lerman et al. [LMTW98] du Theoreme de Convexite 
hamiltonienne implique que la projection de I'orbite 0\ intersecte une chambre de 
Weyl de K en un ensemble convexe localement polyedral Ak{Oa). 

II est cependant complique de determiner cet ensemble. Dans la suite de cette these, 
nous etudierons ce polyedre moment pour un type particulicr d'orbites coadjointes. 
Pour ce faire, nous chercherons a trouver une description de Ax{0\) similaire au cas 
compact, c'est-a-dire, comme adherence d'un ensemble de points rationnels du type 



CHAPITRE 2 



ESPACES SYMETRIQUES HERMITIENS 



Ce chapitre presente les espaces symetriques hermitiens et les proprietes que nous 
utiliserons par la suite. On decrit certaines orbites coadjointes associees : les orbites 
coadjointes holomorphes, dont la structure symplectique et la projection d'orbite seront 
etudiees le long des chapitres suivants. En fin de chapitre, nous fixons les notations 
pour les groupes simples et leurs algebres de Lie qui apparaissent dans la classification 
des espaces symetriques hermitiens. 

2.1. Description des espaces symetriques hermitiens G/K 

Soit G un groupe de Lie reel semi-simple connexe non compact a centre fini et g son 
algebre de Lie. Puisque g est semi-simple reelle, il existe une decomposition de Cartan 
associee a une involution de Cartan, au niveau de I'algebre de Lie, 



ou fi (resp. p) est appele la partie compacte (resp. la partie non compacte) de la de- 
composition de Cartan de q. Le sous-espace vectoriel i se revele etre egalement une 
sous-algebre de Lie de g. Le sous-groupe connexe K de G d'algebre de Lie i est un 
sous-groupe compact maximal de G, lorsque G verifie les hypotheses de semi-simplicite, 
de connexite et de finitude de son centre. Nous avons un difi^eomorphisme, la decom- 
position de Cartan au niveau du groupe. 



justifiant la terminologie de partie compacte et partie non compacte de la decomposi- 
tion de Cartan. 

Remarque 2.1.1. — Le difi^eomorphisme generalement donne dans la litterature est 
I'application (/c,X) E K x\> \ — fcexp(X) e G. Cependant, le diffeomorphisme (2.1.1) 
a I'avantage d'etre X-equivariant pour Paction de multiplication a gauche sur G et 
pour une action diagonale de K sur K x p qui sera introduite plus tard. 



= Bep, 



K xp 



G 



(2.1.1) 
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Pour plus de details sur la decomposition de Cartan et les definitions de t et p, nous 
invitons le lecteur a regarder la Section 4.3.1 ou [Kna02]. 

Definition 2.1.2. — Nous dirons que G/K est hermitien si G/K admet une struc- 
ture de variete complexe pour laquelle G agisse sur G/K par transformations holo- 
morphes. 

Proposition 2.1.3. — SoientG etK verifiant les hypotheses decrites ci-dessus. Alors 

les assertions suivantes sont equivalentes : 

(1) G/K est hermitien; 

(2) // existe un element zo G 3(B) tel que eid{zo)\p — — id|p. 

Demonstration. — Voir les Theoremes 7.177 et 7.119 de [Kna02]. □ 

L'etude des espaces symetriques hermitiens G/K ou G est semi-simple connexe 
non-compact a centre fini pent etre ramenee a celle des espaces symetriques hermitiens 
ayant pour groupe d'isometrie G simple connexe non-compact a centre fini. Or, la clas- 
sification de ces groupes simples est bien connue : un tel groupe simple est isomorphe 
a I'un des groupes suivants : 

- Sp{2n, M), pour n ^ 1 ; 

- S0*{2n), pour n ^ 3; 

- SU {p, q) , pour p ^ q ^ 1; 

- S0o{p,2), pour p^l; 

- Mil (de type Ee) ; 

- EYU (detype E7). 

On pourra retrouver cette classification dans [Kna02, JohSO] par exemple. 

Nous ferons desormais I'hypothese suivantc : G/K est un espace symetrique her- 
mitien. II existe done un element zq de 3(1) tel que ad(2;o)|p = — idp, c'est-a-dire que 
ad ( 2^0) I p definit une structure complexe sur p. 

Notons pc le complexifie de p. L'action de K sur p passe en une action sur son com- 
plexifie pc, qui fait de pc un sous-espace K-stablc dc g^. Nous avons la decomposition 
en sous-espaccs propres pc = p+'^" ©p^'^", ou p='='^" est le i^-module ker(ad(2;o)|pj. ^i). 
Ces deux sous-espaces de pc sont stables par Faction de K, car zq est fixe par Faction 
adjointe de K. 

Remarque 2.1.4- — H n'y a jamais unicite d'un tel element zq du centre de i. En 
cfTct, pour un tel Zq, son vccteur oppose —Zq definira de meme une structure complexe 
i^-invariante sur p. En revanche, deux choix differents de Zq peuvent faire intervenir 
deux decompositions pc = p"'"'^°©p~'^° difFerentes. Par exemple, on atoujours p+'~^° — 

On pent noter que lorsque Q est simple, le centre de t est necessairement de dimension 
1. II n'existe alors que deux vecteurs ±2:0 G ii^) qui induisent une telle structure 
complexe iiT-invariante sur p. 
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Soit T un tore maximal du groupe compact K. Notons t son algebre de Lie. Remar- 
quons que le centre Z{K) de K est contenu dans T. 

Proposition 2.1.5. — La sous-agebre de Cartan tc de tc est aussi une sous-algebre 
de Cartan de Qc- Les algebres de Lie Q et t sont done de meme rang. 

Demonstration. — D'apres la Proposition 2.1.3, puisque G/K est hermitien, si on note 
c := on aura 

3fl(c) = t 

Or, comme Z{K) est contenu dans T, son algebre de Lie c est une sous-algebre de t. 
On en deduit que 3g(t) C 3g(c) = t. En passant aux complexifies, on en conclut que tc 
est une sous-algebre de Cartan de 0c- D 

En particulier, si le groupe G verifie les hypotheses enoncees au debut de ce para- 
graphe, ainsi que I'hypothese G/K hermitien, alors toutes les conditions sont reunies 
pour pouvoir appliquer la Formule de Duflo-Heckman-Vergne qui sera donnee au Theo- 
reme 3.1.1. 

2.2. La chambre holomorphe 

On prendra la convention suivante : un element a E i* est une racine de g s'il existe 
un X G flc lion nul tel que [i^, X] = ia{H)X pour tout H E i. Ceci permet de rester 
coherent avec la convention prise pour les poids, cf Notations page 1. 

Nous gardons les memes hypotheses sur G introduites dans le paragraphe 2.1, avec 
G/K hermitien. Nous pouvons done fixer un element de zq G ^{i) verifiant I'assertion 
(2) de la Proposition 2.1.3. 

Notons $Hc I'ensemble des racines de i pour sa sous-algebre de Cartan t. Fixons un 
systeme de racines positives 91+ dc t rclativcmcnt a t. D'apres la Proposition 2.1.5, les 
poids dc tc sur pc sont des racines dc Qc rclativcmcnt a tc vue commc sous-algebre 
de Cartan de 0c- Nous noterons alors 9t„ (resp. 91+'^°, resp. 9i„'^") I'ensemble des 
poids de tc sur pc (resp. p+'^o, resp. p~''^°), ses elements seront appeles les racines non- 
compactes (resp. non-compactes positives, resp. non-compactes negatives) de 0. Par la 
decomposition = t © p, le sous-ensemble 9lhoi := 9lc U 9ln de t*, est egal a I'ensemble 
des racines de 0. 

En outre, I'ensemble 9l^^f° := 91+ U 91+'^" forme un systeme de racines positives de 
0. En effet, on pent facilement voir que pour toute racine compacte a, on a a{zo) = 0, 
car zq est central dans t. Quant aux racines non compactes, elles verifient l3{zo) — ±1 
pour tout P e 9^^'^", puisque 9^+'^" = {/9 G i*]Qi3 C p=^'''°}, ce qui induit 

[zo, X] = t/3{zo)X = ±tX VX e 0^ C p±'^°, 

car par definition, ad(2;o)p±,zo = ±i idp+,zo . On pent done trouver un ordre lexicogra- 
phique tel que 91+ U 91+'^° soit le systeme de racines positives associe. 
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Notons la chambre de Weyl de t* associee au systeme de racines compactes posi- 
tives 91^. Nous definissons la chambre holomorphe de t* par 

Ci U e t;|(/3,0 > 0,V/3 e 91+'^°} c t;, 

ou (•, •) designs le produit scalaire sur t* induit par la forme de Killing sur q. Ainsi, 
est la chambre de Weyl definie par 9l+^f°. 

Remarque 2.2.1. — De nouveau, un choix different d'element zq apportera une de- 
composition pc — p"*"'^" © p"'^" differente et, done, un autre systeme de racines non 
compactes positives et une autre chambre holomorphe C^°i. En particulier, pour 

Zq fixe, on peut voir C^^^'' comme la « chambre anti-holomorphe » associee a C^^^^y 

A partir de maintenant, une fois I'element zq fixe, nous n'aurons plus besoin de 
souligner les differences apportees par des choix distincts de zq. Par consequent, nous 
designerons les objets definis ci-dessus par 91^, 91^^^ et Choi- 

Soit A G 0*. Notons Ca := G ■ A Torbite coadjointe de A dans q* . Si Oa inter- 
secte t*, nous dirons que I'orbite 0\ est elliptique. Si, de plus, 0\ intcrsecte Choij on 
dira que I'orbite Oj^ est holomorphe. La terminologie d'orbite holomorphe est justifiee 
par le fait que, pour tout A e Choi, I'orbite 0\ peut etre munie d'une structure de 
variete complexe, compatible avec la structure symplectique canonique d'orbite coad- 
jointe. C'est-a-dire, est une variete kahlerienne pour la structure symplectique de 
Kostant-Kirillov-Souriau. En effet, sur I'orbite coadjointe Oa, nous avons les structures 
suivantes : 

(1) La forme symplectique de Kirillov-Kostant-Souriau ilo^, definie dans le para- 
graphe 1.1.2. 

(2) L'inclusion Ca ^ 0*, qui est une application moment pour Taction hamilto- 
nienne de G sur {0\,Q,Oa)- Ce point est exphque egalement en 1.1.2. 

(3) Une structure complexe G-invariante J©^ caracterisee par le fait que son fibre 
tangent holomorphe T^'^O^ — > Ca est egal, au-dessus de A e O^, au T-module 

(a,K)^0 V ^ ' 

P" 

Nous avons vu dans le paragraphe 1.3 que Taction de K sur Ca induite de Taction 
de G est, elle aussi, hamiltonienne. L'application moment canonique associee est la 
projection d'orbite 

: Ok ^ e*, 

composee de Tinjection de dans Q* et de la projection hneaire canonique 0* — > t*. 
Lorsque I'orbite est elliptique, l'application est propre, d'apres le paragraphe 1.3.4. 
On peut alors appliquer les resultats de Lerman et al. [LMTW98] , nous assurant que 
^k{P\) := ^Oa{Ok) n t;^ est un ensemble convexe localement polyedral dans t*. 
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Objectif. — Prouver que Ak{Oa) est convexe polyedral, c' est- a- dire, est defini comme 
intersection finie de demi-espaces de t* . Trouver un ensemble d' equations affines de- 
crivant completement le polyedre convexe Ak{0\). 

2.3. Theoreme de Schmid 

Lorsque G verifie toutes les hypotheses du paragraphe 2.1 et qu'il est de plus simple 
(I'espace symetrique hermitien G/K est alors dit irreductible) , nous savons egalement 
que le polyedre moment Ak{Oa) est en etroite relation avec Paction de K sur p. 
En effet, p admet une structure complexe i^T-invariante canonique, qui fait de p une 
representation irreductible complexe de K, que Ton identifie a p~. Pour les cas clas- 
siques, nous avons la hste suivante, que Ton pent trouver dans [Kna02] ou [JohSO] 
par exemple. 

(1) Quand G = Sp{2n, R), alors K = U{n) et p+ = S2(C"), avec action standard de 
Uin). 

(2) Quand G = SO*{2n), alors K = U{n) et p+ = A^C", avec action standard de 
U{n). 

(3) Quand G = SU(p,q), alors K = S(U(p) x U(q)) et p+ ^ Mp,^(C), avec U(p) 
(resp. U{q)) agissant par multiplication a gauche (resp. a droite) sur I'espace des ma- 
trices complexes Mp^q{C). 

(4) Quand G = S0o{p,2), alors K = SO{p) x SO{2) et p+ ^ C^', avec actions 
standard de SO{p) et S0{2) = sur CP. 

Les identifications du X-module p"*" donnees ci-dessus seront explicitees pour chacun 
des quatre cas dans la section 2.4. 

Or, nous avons ici une propriete bien plus forte : I'algebre C[p~] des polynomes 
complexes sur p~ est sans multiplicite en tant que i^T-module. De plus, on connait 
exactement les representations irreductibles qui apparaissent dans la decomposition de 
C[p"] en somme directe de representations irreductibles de K. 

On dira que deux racines o; et ^ sont fortement orthogonales si ni o; + ^, ni o; — ^ ne 
sont des racines. Soit alors {71,..., 7^} I'ensemble maximal construit par recurrence 
de la maniere suivante : 

- 7i est la plus grande racine non compacte positive, 

- pour tout i = l,...,r — 1, 7^+1 est la plus grande racine non compacte positive 
fortement orthogonale a 71, . . . , 7j. 

Le Theoreme suivant est du a Schmid, cf [SchTO, JohSO]. 

Theoreme 2.3.1 (Schmid). — Toute representation de K apparait avec une multi- 
plicite 1 ou Q dans C[p~] . Plus precisement, on a 
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La decomposition (2.3.1) de C[p~] en somme directe de representations irreductibles 
de K est un des outils principaux que nous utiliserons dans le Chapitre 3 pour trouver 
les equations de certains polyedres moments A/^(Ca)- 



2.4. Systemes de racines des groupes simples claissiques de la claissification 
des espaces symetriques hermitiens 

Les calculs de projections d' or bites qui seront efFectues dans les derniers chapitres de 
cette these necessiteront de connaitre la description des algebres de Lie et des systemes 
de racines associes aux groupes de Lie classiques simples parmi les espaces symetriques 
hermitiens. Cette section est I'occasion de fixer les notations qui seront utilisees par la 
suite. 



2.4.1. Le groupe Sp{2n, R), n ^ 2. — Dans ce paragraphe, on pose les notations et 
les parametrages de I'algebre de Lie de Sp{2n, R) necessaires dans I'etude du polyedre 
de Kirwan Ax(5'p(2n, K) • A). On pose 

( _4 ^0 ) 

et on considere le sous-groupe ferme Sp{2n,'R) de GL2„(R) defini de la maniere sui- 
vante, 

G = Sp{2n,R) = {M e GLsnCR); *MJ„M = J„}. 

On peut verifier que Sp{2n,'R) est en fait contenu dans S'L2n(R)- Son algebre de Lie 
est 

5p(M2") = {Me A42n(R); *MJ„ + J„M = 0} 
A B 
C 



A,B,CeMn{m,'B = B,'C = C 



Les elements de 5p(R^") sont effectivement de trace nuUe. Le groupe Sp{2n,M.) est 
de dimension n{2n + 1). On considere I'involution de Cartan de 5p(R^") definie par : 
M 1-^ — *M. Cela fixe une decomposition de Cartan 5p(R^"') = t ® p, avec 



-B A ^^BeMn{M.),'A=-A,'B = B 



et 

A B 



^ _^ A,BeMn(^)rA = A,'B = B 

Les dimensions de ces deux espaces vectoriels sont dimt — et dimp = n{n + 1). La 
matrice J„ verifiant I'equation = —hn, elle permet de definir une structure d'espace 
vectoriel complexe de dimension n sur R^"^, donnant une identification canonique de 
U{n) a un sous-groupe K de 5^(271, R). 
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On peut preciser cette identification. Toute matrice M de A^„(C) s'ecrit de maniere 
unique sous la forme M = A + iB, avec A et B deux matrices de A^n(K). Ceci nous 
permet de definir une application 



M ^A + iB 



GL2n(M 

A B 
-B A 



On peut facilement verifier que $ est bien un morphisme de groupes a valeurs dans 
GL2n(IR)- Le groupe U{n) s'injecte dans GL2n(R) et son image est contenue dans 
Sp{2n,M.). De plus, U{ri) s'identifie au sous-groupe compact maximal K de Sp{2n,W) 
par I'intermediaire du morphisme de groupes 

On a une sous-algebre de Cartan de t canonique, c'est I'algebre de Lie de I'image 
par $ du tore maximal 



T 







V 







de U{ri). Cette sous-algebre de Cartan de t est I'ensemble de matrices suivant : 
r / ... 01 \ 





















0. 



-e„ 



; 01, ■ ■ ■ ,dn & 



> c t 



/ 



Nous choisissons maintenant une base de I'algebre de Lie t. Nous notons e^, pour 
i — 1, . . . ,n, la matrice de t avec = 1 et 9j — pour j ^ i, pour I'ecriture donnee 
ci-dessus. On notera (e*, . . . , e*) la base duale dans t* de la base (ei, . . . , e„). 

Le centre de U{n) est de dimension 1. II s'agit du groupe {e*^/„; 9 G M} = S^. 
L'algebre de Lie qui lui est associee, dans 5p(M^"), est la sous-algebre de dimension 1, 
3(K) = {9J,- 9 e R}. 

Posons Zq = un element de ^{K). Get element est particulier, car il est Fun des 
deux elements de ^{K) qui definissent une structure complexe K-invariante sur p. En 
efFet, pour tout M e p, nous avons ad(2;o)^M = —M. Le complexifie pc = P <H) C de p 
s'identifie a 

{{b :^^); A5eA4n(C), = A = 

et se decompose comme somme directc dcs deux sous-espaces propres de ad(^o)c pour 
les valeurs propres ±i. Ces deux sous-espaces propres sont 



A ±iA 
±iA -A 



; AeMniC), 'A^A 
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Par un calcul direct, on arrive a decrire Taction du sous-groupe compact par I'in- 
termediaire de son identification a t/(n) , par 

\iA -A J ^^^\iA -Aj ^^^ {iUA'U -UA'U ) 

pour toutes matrices U & U{n) et A & Aln('C), A symetrique. On retrouve ici que 
Taction de K sur p+ correspond a Taction par conjugaison de U{n) sur Tespace des 
matrices symetriques complexes, ce qui est la meme chose que Taction standard de 
U{n) sur S2(C'*). 

Les racines sont ici au nombre de 2-0?. On a n(n — 1) racines compactes et n(n + 1) 

racines non compactes. Les racines compactes sont de la forme aj^- = e* — e*, avec 
i 7^ j. Les racines non compactes sont les elements = ±(e* + e*), 1 ^ i ^ j ^ n, 

de t*. Un systeme de racines positives est 

= {a,f, 1 ^ 2 < J =^ n} U {A,,; l^i^J ^n}. 

^ V ' V ' 

Parmi les racines non compactes positives, il y a des racines remarquables, ce sont les 
racines 7^ := = 2e*, i = 1, . . . , n. 

Pour ce systeme de racines positives, on obtient Tordre suivant parmi les racines non 
compactes positives : 

,n- 

Ceci pent se trouver en choisissant un bon ordre correspondant au choix du systeme de 
racines positives. Un ordre convenable est donne par la famille ordonnee des vecteurs 
Hi = 2ei + Yljj^i '^^ pour i variant de 1 a n. 

La famille de racines non compactes positives (71, ... , 7^) = (2e^, . . . , 2e*) est forte- 
ment orthogonale et elle est maximale pour cette propriete. On remarque que les ele- 
ments du monoi'de Ylk=i ^{li + ■ ■ ■ + 7fe) sont des poids de la forme 5 — (2pi, . . . , 2p„), 
ou pi ^ . . . ^ Pn ^ 0. 

Definition 2.4-1- — Un poids 5 = de U{n) est dit pair si tons les 5j, 

pour i = 1, . . . ,n, sont des entiers pairs. 

Un poids dominant 6 = {61 ^ . . . ^ 6n) de U (n) est dit positif si 6n ^ 0. 

D'apres le Theoreme de Schmid, enonce dans le Theoreme 2.3.1, on a la decompo- 
sition suivante du C/(n)-module C[p~] pour le groupe Sp{2n,W) : 

Pour G = Sp{2n, M), on a C[p-] = J] V^^^^l (2.4.1) 

/3GA1 pair et positif 
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2.4.2. Le groupe SU{p,q), p ^ q ^ 2. — Donnons ici la definition de SU{p,q), 
de son algebre de Lie et les notations que nous utiliserons dans la suite. Fixons deux 
entiers p ^ g ^ 1. On pose 



et on considere le sous-groupe ferme SU (p, q) de SLp^g{C) defini de la maniere suivante, 

G = SUip, g) = {M e SLp+g{C); *MIp,,M = 7^, J. 
Son algebre de Lie est 



su(p,g) = {Meslp+,(C); *M/p,, + /p,,M = 0} 
A B 



^ ; A e u{p),De n{q),Be Mp,,{C),Tr{D) = -IV(A)| , 



ou u(n) est I'ensemble des matrices anti-hermitiennes de taille nxn. Le groupe SU{p, q) 
est de dimension p^ + q^ + 2pq — 1. On considere toujours I'involution de Cartan de 
5u(p, q) definie par : M — *M. Cela fixe une decomposition de Cartan 5u{p, q) = t(Bp, 
avee 



A 

Q ^ ] ; Ae u(p), D e u{q) telles que Tr(L)) = - Tr(^) 



et 



B 
*S 



; i?eA^p,,(C)|. 



Les dimensions de ces deux espaces vectoriels sont dim t — p'^ + q'^ — 1 et dim p — 2pq. 
Notons K le sous-groupe compact maximal de SU(p, q) d'algebre de Lie t. Ce groupe 
est tout simplement I'ensemble de matrices suivant : 



K 



A 
D 



A e U{p),D e U{q) telles que det(D) = det(A)-^| , 



et on a un isomorphisme evident entre K et le groupe de Lie S{U{p) x U{q)). 

On a une sous-algebre de Cartan de fi canonique, c'est I'algebre de Lie du tore 
maximal de K des matrices diagonales de SU (p, q) 

( e^^i \ 



T := 



P+9 



; ^1, . . . , Qp+q e R, ^ di 







y e"'f+« / 

Cettc sous-algebre de Cartan de 6 est I'ensemble de matrices suivant 



\ 
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elle est de dimension p+q — 1. On notera, de maniere similaire a U{n), la forme lineaire 
sur t 

/ ihi \ 
el ■-. =hi, 

\ ihp+q j 

pour tout % = 1, . . . ,p + g. Remarquons qu'ici, la famille (e^, . . . , e*^^) n'est pas libre, 
mais engendre t*. 

Posons zq = -^In,i, un element de 3 (-ft'), ou 



-pi. 



Get element est un des deux elements de ^{K) qui definissent une structure complexe 
i^- invar iante sur p. 

Le complexifie de su(p, q) peut etre identifie a slp+q{C). Avec cette identification, on 

a 

)' B,CeMp,q{C)^ciBlp^q{C). 

Un calcul direct nous donne la decomposition en sous-espaces propres de ad(2;o)|pc 
suivante : 



11 est clair que s'identifie a I'espace vectoriel A4p^q{C). De plus. Faction de S{U{p) x 
U{q)) sur p"*" passe a Aip^q{C) en Faction 

(U, y) • M := UMV-^ 

pour tout M e Mp,q{C) et tout {U, V) G S{U{p) x U{q)). 

Les racines compactes sont les formes lineaires aij — e* — Cj sur t, pour 1 ^p 
etp+1 ^ i,j ^ p + q, i ^ j- On prend pour systeme de racines compactes positives 
Fensemble {ajj ; 1 ^ i < j ^ p} U {ajj ; p + 1 ^ i < j ^ p + g}. 

Les racines non compactes positives, racines provenant de p+, sont les formes lineaires 
A.i ~ e* — e* pour 1 ^ i ^petp+1 ^p + g. Remarquons que Fon a = 
A,i + Q^;j = (3k,j + (y-i,k = Pk,i + C(i,k + Cii,j, pour des entiers i, j, /c, / ad hoc. Par consequent, 
la racine non compacte positive maximale (resp. minimale) est Pi,p+q (resp. De 
plus, deux racines non compactes positives et f3k,i sont fortement orthogonales si et 
seulement si i ^ k ei j ^ I. Ainsi, la famille (/Si^p+g, /92,p+g-i, ■ ■ ■ , I3q,p+i) est la famille 
fortement orthogonale maximale obtenue dans Falgorithme accompagnant le Theoreme 
de Schmid. 
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De maniere identique au cas du groupe Sp{2n,'R), le Theoreme de Schmid nous 
donne la decomposition du S{U{p) x f/(g))-module C[p~] : 

(rrjj-i ^ ySiu{p)xu{q)) 

J / ^ (mi,...,mg,0,...,0;— mq,...,-mi)' 

On pent facilement voir que la representation irreductible y^^'^^)^'^^^)^ est 

^ ^ (mi,...,m,,0,...,0;-Tn„...,-mi) 

isomorphe au produit tensoriel V^^^ (^{^nf m,,))*' PO^r tout poids dominant 

positif (/ii ^ . . . ^ //g) de lorque 2. 



Pour G = S'C/ (p, g) avec g ^ 2, on a 

(Pri5-i _ V y^^*'^ (R) fy^^^^ Y (2-4.2) 

mi^...>mq^O 

Cos rfe SU{n, 1). — Tout ce qui a ete ecrit ci-dessus est bien evidemment applicable 
a SU{n, 1). Cependant, le cas de SU{n, 1) est bien plus simple. Tout d'abord, le sous- 
groupe compact maximal est ici identifiable a U{n). Quant a la representation p"*" de 
U (n), elle correspond a Faction de U (n) sur C" tordu par la representation determinant 
de U{n), c'est-a-dire, 

M-v:= dst{M)Mv 

pour tout u G C" et tout M G U{n). II y a alors n racines non compactes positives, 
notees Pi :— Pi,n+i = e* — e*_,_i = e* + Xlfc=i ^*k- racine non compacte positive 
maximale est Elle forme par ailleurs un systeme maximal de racines non compactes 
positives fortement orhogonales. On en deduit la decomposition suivante du U{n)- 
module C[p~], donnee par le Theoreme de Schmid, mais qui pent etre vue directement 
aussi : 



Pour G = SU{n, 1), on a C[p-] = 5]](det)^ ® S^(C"). (2.4.3) 

2.4.3. Le groupe S0*{2n), n ^ 3. — Le groupe G = SO*{2n), pour n ^ 3, est le 
sous-groupe de SU {n, n) defini de la maniere suivante, 

SO*{2n) = {M G SU{n,n)- 'MIr,,nJn,nM = 4,nJn,n}, 

avec 

T -( In ^ \ J _( ^ In\ . J J _( ^ In 

in,n J, Jn,n - \^ q J ^n,nJn,n ^ q 

Son algebre de Lie est so*(2n) = {M G su(n, n); *MIn,nJn,n + In,nJn,nM = 0}, de 
decomposition de Cartan so*{2n) = t © p, avec 



A 
-'A 



; A G u(n) \ = u(n). 
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et 



I ); Seo(n,C) 



Le sous-groupe compact maximal K associe a est done isomorphe a t/(n), par le 
morphisme de groupes 

■ U 



ce qui permet d'identifier le tore maximal des matrices diagonales de U{n) au tore 
maximal 



r / 



T 



L'algebre de Lie de T est 
{ [ i9. 



; di,...,9n& 



\ 



-i0i 



; 9i, . . . ,9n &M.> , 



et on note Cj la matrice diagonale de t avec = 1 et = si A; 7^ j, pour j — 1, . . . ,n. 
On pose (e*, . . . , e*) la base duale associee. II est clair que dans cette base, les racines 
compactes dc 50*{2n) sont les formes lineaires ctjj — e* — e*, 1 ^ i < j ^ n. 
On pent identifier le complexifie de p au sous-espace vectoriel complexe 



Pc 



B 
C 



■,B,C e o(n,C) 



Le centre de t est egal a {9In,n',9 e M}, il est bien de dimension reelle 1. On peut 



verifier par le calcul que I'element zq 



'-71,71 

~2~ 



de 3(t) donne par I'intermediaire de ad(zo) 



une structure complexe X-invariante sur p. En effet, on obtient ad(^o) 



— idL. On a 



B 




Beo{n,C)} et p 




C 



Ce o(n,C) L 



Le sous-espace p"*" s'identifie clairement a I'ensemble des matrices anti-symetriques 
complexes o(n, C). L'action de U{n) sur p+ passe a o(n, C) par cette identification en 
Faction definie par 

U-B:^ UB^U e o(n,C) 
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pour tout B G o(n, C) et tout U G U{n). II s'agit bien sur de Paction de U{n) sur 
o{n, C) induite par Faction standard de GL„(C) sur ce meme espace de matrices anti- 
symetriques. EUe peut se voir egalement comme Faction standard de U{n) sur A^C", 
induite de GL„(C). On a done bien p+ = A^C" en tant que C/(n)-modules. 

Les racines non compactes positives de so*(2n) sont les formes lineaires /3j j = e* + e*, 
pour 1 ^ i < j ^ n; ce sont les racines apparaissant dans p"*". Les racines non compactes 
negatives sont les — Aj, 1 ^ i < j ^ n. 

Prenons pour systeme de racines compactes positives I'ensemble IH^ = {aij; 1 ^ i < 
j ^ n}. Si maintenant on prend pour convention de noter indifFeremment Pij — jSj^i 
quel que soit Fordre des entiers i et j de {1, . . . , n}, alors + ak,i — Pkj, pour tout 
k & {1, . . . ,n}\{i, j}. Par consequent, la plus grande racine non compacte positive est 
/5max = /3i,2 et la plus petite est /3min = /3„_l,n- 

De plus, si Pij est une racine non compacte positive et k ^ {hj}^ alors — Pi^k = 
aj^k est une racine compacte. Ce sera d'ailleurs la seule possibilite pour obtenir une 
racine compacte a partir de la somme de deux racines non compactes. On pose done 
7j — P2j-i,2j pour tout j e {1, ■ ■ ■ , E(n/2)}, ou E(x) designe la partie entiere du reel 
X. La famille de racines non compactes positives (71, . . . ,7E(n/2)) est done fortement 
orthogonale et maximale pour cette propriete. On obtient ainsi la decomposition du 
[/(n)-module C[p~] suivante. 



Pour G = S0*(4p), on a C[p-] = V V,^^'^^^ (2.4.4) 

V -f^/' Lr J / > (mi,mi,m2,m2,...,mp,mp) V / 

mi^...^mp>0 

Pour G' = ,SO*(4p + 2),onaC[p-] = V V^S^'J^Z m ^ ^ nv (2-4.5) 

mi^...^mp^O 

2.4.4. Le groupe S0{2p + 1, 2), p ^ 1. — Le groupe de Lie G = S0{2p + 1, 2) est 
le sous-groupe de 5'L2p+3(M) defini de la manidre suivante, 

SO{2p+l,2) = {M G 5L2p+3(M); 'Mh^+.^^M = hp+,,2}, 

avec 

hp+i 
-I2 

Le groupe S0{2p + 1,2) a deux composantes connexes. Son algebre de Lie est so(2p + 
1,2) = {M G sl2p+3(K); *M72p+i,2 + hp+ia^ = 0}, de decomposition de Cartan 
5o(2p + 1, 2) = t e p, avec 

I ( ) ' ^ ^-50(2^+ 1,M),D G5o(2,M)| =5o(2p + 1,M) 50(2, M), 



-^2p+l,2 



et 



{(4 )' ^eM2p+i,2(K)} 
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Le sous-groupe compact maximal K associe a t est done isomorphe a S0{2p-\- 1, M) x 
S'0(2,M), par I'intermediaire du morphisme de groupes 



(M,M') e 50(2p+ 1,M) X S0{2, 
On fixe la sous-algebre de Cartan de K suivante, 

r / / h, 

-hi 



hp 
-hp 



M 
M' 



e 50(2p+ 1,2). 



I V 



/ip+i 
-hp+i 



et on note (ei, . . . ,ep+i) la base canonique de t associee a cette decomposition. On 
notera egalement (e^, . . . , e*_,_i) la base duale associee. II est clair que le centre de K 
est isomorphe a {1} x 5'0(2,R) et son algebre de Lie est Re^+i. Les racines compactes 
sont les formes lineaires ±e,* ± e*, pour i ^ j dans {!,..., p}, et ±6^, pour tout 
k = 1, . . . ,p. On choisit le systeme de racines compactes positives 91+ = {e* ± e^; 1 ^ 
i<j^p}U {el; k = l,...,p}. 

On peut identifier le complexifie de p a I'algebre de Lie complexe 



Pc 



,1 ^ ];BeM2,+i,2{Q 



On peut verifier par le calcul que I'element zq — e^+i de i{K) donne par I'intermediaire 
de ad(2;o) une structure complexe X-invariante sur p. En efFet, si on note 



D := 



alors, comme matrice de A42p+3(IR), on a 



-1 







2p+l 



D r 



et cela nous donne 



ad(ep+i) , i 



B 
B 



\ / B 
D ) \ 'B 

BD 

\BD) 



B 
*5 




D 
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et 



En remarquant que — —I2, on obtient done ad(^o)|p — ~id|p. On a 

C -iC 

*C I ;CeM2p+i,i(C) 
-i^C 

C iC^ 
p-= <( I *C I ;CeAl2p+i,i(C) 
i*C y 

En particulier, p+ s'identifie au S0{2p + x 50(2, M)-module C^p^"", ou Faction 
de 50(2p+ 1,M) X 50(2, M) sur C^^+i est definie par 

(M, e'^) ■ V := e^^Mv, 

pour tout ^; G C^^'+i et tout (M,e^^) G 50(2p+ 1,M) x 50(2, M). 

Les racines non compactes de 5o(2]9+ 1, 2) sont les 4p + 2 formes lineaires ±e* ±e*_,_^, 
pour i = 1, . . .p, et ±e*_,_i. Les racines non compactes positives sont les racines 9^+ = 
{±e* + e*_|_]^; i = 1, . . . ,p}u{e*_,_i}. Du choix du systeme de racines compactes positives, 
on obtient I'ordre suivant des racines non compactes positives : 

— + Cp+i < • • • < —Bp + Bp.,.]^ < e-pj^i < Cp + e-pj^i < • • • < e^^ + &pj^i- 

De plus, e*_|_]^ n'est fortement orthogonale a aucune autre racine non compacte, alors que 
la racine ihe* + e*_|_j^ n'est fortement orthogonale qu'a la racine non compacte positive 
^e* + e*.,.^. Par consequent, la famille fortement orthogonale obtenue par I'algorithme 
precedant le Theoreme 2.3.1 est la famile (e^ + 6*^^, — e* + 6*^^). 

Pour G = 50(2p + 1, 2), on a C[p-] = C-C,tS+...)- (2-4-6) 

2.4.5. Le groups 50(2p, 2), p ^ 2. — Les notations pour le groupe G = S0{2p, 2) 
sont quasiment identiques a celles du groupe 50(2p+ 1, 2) donnees dans le paragraphe 
2.4.4. En particulier, on a la decomposition de Cartan 5o(2p, 2) = t © p, ou 



A 
D 



; A e5o{2p,R),D eso{2,'. 



et 

'OB 



tB ^ ' ^ ^ -^'^'^ 

Le sous-groupe compact maximal de 50(2j9, 2) d'algebre de Lie t est done isomorphe 
50 (2p, M) X 50(2, M). La sous-algebre de Cartan que Ton fixe ici differe legerement de 
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celle de S0{2p + 1,2), c'est I'algebre suivante, 



r / 







hi 
















-h. 



V+1 



hp+i 




hi e 



> . 



I \ 

On note (ei, . . . , Cp+i) la base canonique de t et (e^, . . . , e*_^i) la base duale. Les racines 
compactes sont les formes lineaires ±e* ± e^, pour i j dans {1, . . . On choisit le 
systeme standard de racines compactes positives £H+ = {e* ± e*; 1 ^ i < j ^ p}. 

Les racines non compactes sont les formes lineaires ±e* ±e*^^, pour i = 1, . . . ,p. Les 
racines non compactes positives sont les racines de 9^+ = {±e* + e*_^^]i = 1, . . . ,p}. 
On notera ces racines 



:= ±e* + e;^„ G {1, . . . 

A nouveau, le choix effectue sur le systeme de racines compactes positives nous donne 
I'ordre des racines non compactes positives suivant : 



^1 + ^p+i < 



< — -|- ep^i < ep-\- Gp^i < 



< e 



'1 ~r ^p+l- 

La famille fortement orthogonale obtenue par I'algorithme precedant le Theoreme 2.3.1 
est encore la famile (e^ + 6*^^, —e\ + e*_,.i). 



Pour G = S0{2p, 2), on a C[p" 



SO(2p)x50(2) 
(mi— m2,0,...,0,mi+m2)' 



(2.4.7) 



CHAPITRE 3 



PREMIERES TENTATIVES DE CALCUL DE 
PROJECTION D'ORBITES COADJOINTES 

HOLOMORPHES 



Avant d'entrer veritablement dans I'etude theorique des orbites coadjointes holo- 
morphes et de leurs projections, nous proposons dans ce chapitre d'expliciter le poly- 
edre moment d'une telle projection d'orbite pour certains groupes de la classification 
des espaces symetriques hermitiens irreductibles. 

Pour ce faire, nous suivons deux methodes difFerentes. La premiere utilise la Formule 
de Duflo-Hcckman-Vergne, en calculant le polyedre moment comme support d'une 
certaine mesure. La seconde s'appuie sur les resultats obtenus autour du probleme de 
Horn, vus dans le paragraphe 1.3.3, permettant de determiner les points rationnels 
du polyedre en question. Ceci nous permet de donner les equations des projections 
d'orbites coadjointes holomorphes pour les groupes 5'p(2n, M), SU{n, 1) et SO*{'6). 

3.1. Formule de Dufio-Heckman-Vergne 

Dans cette section, nous decrivons tout d'abord brievement la Formule de Duflo- 
Heckman-Vergne. Pour plus de details, le lecteur pent se referer a Particle [DHV84]. 
Nous en deduisons ensuite les projections d'orbites coadjointes holomorphes associees 
aux groupes SU{2, 1) et Sp(4, M). 

3.1.1. Enonce de la formule. — Soit G un groupe de Lie reel semi-simple connexe 
non compact a centre fini et soit g son algebre de Lie. Fixons = t © p une decomposi- 
tion de Cartan de q et supposons que q eit sont de meme rang. Soit K le sous-groupe 
de Lie connexe de G d'algebre de Lie t. Le sous-groupe K est compact maximal dans 
G. On fixe T un tore maximal de et t son algebre de Lie. L'algebre de Lie t est 
egalement une sous-algebre de Cartan de G. 

Soit A un element G-regulier de t*, c'est-a-dire que son stabihsateur G\ est egal 
a T. D'apres le paragraphe 1.3.4, Oa est fermee dans Q* et la projection d'orbite 
: Oa ^ ^* est propre. 

La structure symplectique Q©^ induit une orientation et une mesure 




1 
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sur Oa- La mesure /3oj^ est communement appelee mesure de Liouville de la variete 
symplectique {Oa^^Oa)- 

On note W le groupe de Weyl de T dans K. Pour tout element n e Nk{T), I'appli- 
cation Ad(n) sur q definit par restriction un automorphisme de t, qui ne depend que 
de la classe de n dans W. On note e{w) le determinant de I'element de GL{i) donne 
par un representant quelconque de la classe w G W. 

Soit 9^ I'ensemble des racines de t dans Qq. On designe par (resp. les racines 
de t dans tc (resp. dans pc)- Pour tout /i G t*, on definit 

91+ (/x) := {ae^R; {a,ii) > 0}, 

ou (•, •) est le produit scalaire sur t* induit par la forme de Killing Bg. On notera alors 

mtifi) :=fH+(/i)n9^„. 

Pour tout G t*, on definit egalement la mesure de Dirac au point fi sur i* et 
la mesure de Heavyside, c'est-a-dire la mesure de Radon sur t* definie par 

/■oo 

{n^,ip) := / cp{tfj,)dt V(^GC°°(e*). 

Jo 

Si 91^ (a*) — {cKi, . . . , CKp}, on notera 

le produit de convolution des mesures de Heavyside associees aux racines non compactes 
positives pour /i. Enfin, on posera, pour tout G t*, 

ae$H+(A) 

La fonction 7r+ est polynomiale et VF-anti-invariante sur t*. 

Notons t*gg I'ensemble des elements reguliers de t* pour Taction de K. La variete 
M := {^K)~^{Keg) sous-variete localement fermee T-stable de Oa, non vide 

car M contient necessairement A, et 

est une application moment pour Faction de T sur la variete symplectique (M, J1o^|m)- 
Ce resultat est bien connu et est utilise dans la demonstration du Theoreme de convexite 
hamiltonienne non abelien, cf [GS82, Theoreme 6.4] pour le cas compact, [LMTW98, 
Theoreme 3.1] pour un cadre plus general. L'ensemble ■ M = x-p M est un ouvert 
dense de Oa- Par consequent, Oa \ {K ■ M) est de mesure nulle pour Po^. Pour deter- 
miner la mesure image {^k)*{(3oa)^ il suffit done de connaitre la mesure ($m)*(/3m)- 

Theoreme 3.1.1 (Formule de Duflo-Heckman-Vergne) 

L 'image de la mesure de Liouville par I 'application moment $m est donnee par la 
formule 
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Remarque 3.1.2. — Duflo, Heckman et Vergne ont prouve cette formule dans le 
cadre plus general d'une algebre de Lie reductive reelle q et un groupe de Lie G connexe 
a centre compact d'algebre de Lie q. 

Le Theoreme 3.1 dc [LMTW98] affirme egalement que Ax(0a) est I'adherence de 
At(M) n t^. On cn dcduit que Ic calcul du support de la mesure image ($m)*(/5m) 
permet de determiner le polyedre moment Ax(Oa) := (^k{Oa) fl t;^. 

3.1.2. Le cas de SU{2, 1). — Nous terminons ce chapitre en proposant une appli- 
cation de la formule de Duflo-Heckman- Vergne au calcul du polyedre moment de la 
projection d'une orbite coadjointe elliptique reguliere de SU{2, 1). 

Les notations pour le groupe SU{2, 1) et son algebre de Lie ont etc fixccs en 2.4.2. 
Nous choisissons pour chambre de Weyl de t*, la chambre i*^ :— G t*;{a,^) ^ 0}. 
Le groupe de Weyl 1^ de T dans K possede deux elements, I'element non trivial etant 
la symetrie orthogonale pour Bq relativement a la droite vectorielle ker a. Si on note s 
cette symetrie, on a alors 

Prenons maintenant un element A e t;^ qui est SU{2, l)-regulier. Trois cas distincts 
apparaissent ici. 

L'element A est dans e t^; > 0; {^2,0 > 0}- — Les racines non compactes 

positives associees sont done celles de JH^(A) = {/3i,/32} et on a egalement 9^+(sA) = 
{Pi:P2}- Par le calcul, la Formule de Duflo-Heckman- Vergne donne la mesure 

71+ 

($m)*(/3m) = -j— rrc(lA+K+/3i+K+;92 ~ lsA+lR+;9i+R+/32)c?A*- 

On en deduit que le support de la mesure ($m)*(/3m) est egal a I'ensemble 

((A+M+A +R+P2) U (sA+R+/3i +M+/32)) \ ((A+R+/3i +R+/32) n (sA+M+A +M+/32)) , 

dont I'intersection avec la chambre de Weyl t\. est bien un polyedre convexe. 

L'element A est dans G t*^;{f3i,^) < 0, (/32,0 > 0}- — Les calculs sont simi- 
laires aux paragraphes precedents. Les elements qui different sont les ensembles des 
racines non compactes positives associees a A et sA, qui sont ici 9^+(A) = {— /3i,/32} 
et fH+(sA) = — /92}, ainsi que la mesure image, qui vaut 

n+ 

pour une certaine constant c > 0. Remarquons qu'ici, le cone sA + M+/9i + /32) 
est contenu dans le demi-plan {{a, •) < 0}, alors que le cone A -|- ^1) -|- R+;52 
est contenu dans le demi-plan oppose {(a, •) > 0}. Par consequent, ces deux cones ne 
s'intersectent pas et la mesure {^m)*{Pm) a pour support sur t* I'ensemble 

(A + R+(-^i) + R+P2) U {sA + R+pi + R+(-^2)) . 
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Figure 1. Polyedre de la projection d'une orbite S'i7(2, l)-reguliere avec 
(^i,A) >Oet (/32,A) >0 




Figure 2. Polyedre de la projection d'une orbite S'f/(2, l)-reguliere avec 
(/3i,A) <Oet (/32,A) >0 

L 'element A est dans & {f3i,^) > 0, (/32, < 0}. — II s'agit ici du cas « oppose » 
au premier cas. La mesure obtenue par la Formule de Duflo-Heckman-Vergne est 

7r+ 

(^m)*(/3m) = -r— |-c(1a+M+(-/3i)+R+(-/32) " lsA+R+(-/3i)+IR+(-/32))^^/^- 
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Remarque 3.1.3. — Ces calculs, tres simples pour le groupe S'[/(2, 1), se compliquent 
des que le nombre de racines non compactes positives est superieur au rang de q. C'est 
le cas de 5*^(271, M). Meme en ne considerant que les groupes de type S'C/(n, 1), les 
difficultes apparaissent rapidement lorsque n gr audit. 




Figure 3. Polyedre de la projection d'une orbite S'[/(2, l)-reguliere avec 
(/?i,A) < et (/?2,A) < 

Pour 5'C/(2, 1), lorsque A est dans la chambre holomorphe, on voit que les cones 
affines engendres par les racines non compactes positives et de sommets respectifs A 
et sA out une intersection non vide dans t'i_. Les deux mesures portees par ses cones 
s'y annihilent, cc qui donnc unc sortc de reflexion du polyedre moment lorsque celui-ci 
touche le mur de la chambre de Weyl. 

Pour d'autres groupes, les mesures obtenues sur les difFerents cones peuvent ne pas 
se neutraliser sur les parties communes de leurs supports. Ceci est le cas par exemple 
pour le groupe 5'p(4, IR), schematise par la Figure 4. 

3.1.3. Le cas de 5'p(4, M). — Disons quelques mots pour le cas du groupe 5'p(4, M). 
Les notations de ce groupe out ete introduites en 2.4.1. La chambre de Weyl choisie 
est la chambre := G t*; ^ 0}. Le groupe de Weyl a deux elements, dont 

I'element non trivial est la symetrie s relativement au mur kera de la chambre de 
Weyl. La symetrie s agit sur I'ensemble des racines non compactes positives de sp(]R^) 
par 

sPl,l = (^2,2, S(32,2 = et S/3i,2 ^ ^1,2- 

Soit A G Choi qui est 5*^(4, ]R)-regulier (nous ne parlerons pas ici des elements des 
autres sous-chambres de t^). Dans ce cas, on pent voir par le calcul que la mesure 
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{^m)*{(3m) a pour support dans t\ le polyedre convexe 

t;n(A + M+/3i,i + M+/32,2). 




Figure 4. Polyedre de la projection d'une orbite 5^(4, M)-reguliere holomorphe 



3.2. Cairacterisation de Ak{Oa) par ses points rationnels 

Dans la cas d'une orbite compacte G ■ A avec A G A!J_, on a vu que la projec- 
tion de I'orbite G ■ A sur t* etait completement determinee par I'etude des repre- 
sentations irreductibles de K qui apparaissent dans la decomposition des represen- 
tations irreductibles V^j^. ou N parcourt I'ensemble des entiers strictement positifs. 
Plus exactement, les elements rationnels yU G Aq pour lesquels il existe > 
tel que C V^j^\k sont exactement les points rationnels de la projection d'or- 

bite Ak{G ■ A). Mais surtout, Ak{G ■ A) est egal a I'adherence de ses points ration- 
nels, ce qui permet de decrire Ak{G • A) a partir des equations du polyedre rationnel 
AiliK . A, U) = {/^ e A^,+; 3N > 0, V^^ C //"(G • A, CT)\k}. 

Si maintenant G n'est pas compact, on ne pent plus appliquer les resultats sur 
les polytopcs moments algebriques. Cependant, on conserve la propriete suivante : 
lorsque A est dans t*, le polyedre de Kirwan Ak{Oa) est rationnel. Ceci provient de 
[LMTW98]. II est done egal a I'adherence (ou, de maniere equivalente, I'enveloppe 
convexe) de ses points rationnels. En particulier, on pent done se ramener a I'etude de 
ses points rationnels, comme dans le cas compact. 

Or, lorsque G/K est un espace symetrique hermitien, on a un moyen de determi- 
ner I'ensemble de ces points rationnels. Et ceux-ci se decrivent de maniere proche du 
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cas compact, en termes de representations de K. Ce resultat utilise une version non 
compacte de la « quantification commute avec la reduction » , en introduisant la quan- 
tification formelle. 

Theoreme 3.2.1. — Soient G/K un espace symetrique hermitien et A E Aq_^_ flChoi- 
Alors, pour tout n G Aq _|_, on a fi E Ak{0/^) si et seulement s'il existe un entier 

N^ltel que {Nfi, NA) e (A*)^ et {V;^^ ® ^jva ® C[p-])^ 0. 

La preuve du Theoreme 3.2.1 necessite deux resultats qui seront prouves respective- 
ment aux quatrieme et cinquieme chapitres. 

Le Theoreme 3.2.1 donne une condition necessaire et sufhsante pour qu'un element 
rationnel de t* soit dans le polyedre moment Ak{Oa)- Cette condition, en termes de 
produits tensoriels de representations du groupe compact connexe K fait intervenir 
la representation C[p~] de K. Or, lorsque G/K est symetrique hermitien irreductible, 
le Theoreme dc Schmid donne la description exacte de la decomposition de C[p~] en 
somme de representations irreductiblcs dc K. 

Notons (71, ... , la famille de racines non compactes positives obtenue par I'algo- 
rithme precedant I'enonce du Theoreme 2.3.1. Definissons le Q-c6ne convexe 

"^(71, • • • , 7r) := X] mi'yi H h nir'yr 

obtenu a partir de ces r vecteurs de t*. 

Proposition 3.2.2. — Soient G/K un espace hermitien irreductible, A G Aq^PI Chel- 
ators, pour tout /i G Aq on a /i G Ak{0\) si et seulement s'il existe un entier N ^ 1 
7 G ^(71, • • • , 7r) tels que {N/^, NA, N'y) G (A*)^ et Vat^ C Vat^ ® Vna* ■ Autrement 
dit, 

/xGA^(e»A) ^ ^(7i,...,7,)nA^(X-/xxX-A*)^0. (3.2.1) 

Demonstration. — C'est une consequence directe du Theoreme 3.2.1, du Theoreme de 
Schmid et du fait que la condition Vn^ C YNK^VN-y est equivalente a V^-y C Vnix^Vna* ■ 
La seconde equivalence est obtenue grace a la Proposition 1.3.2. □ 

Remarque 3.2.3. — De I'equivalence (3.2.1), il est naturel d'essayer de resoudre le 
probleme de la projection de I'orbite en determinant I'intersection de deux polyedres 
convexes. Ces deux polyedres convexes sont Aq.^ x Aq_^ x ^(71, . . . ,7^), qui est un 
cone convexe polyedral, et 

{(/X, 7) e (A^,+)3; 7 e ^k{K -i^xK- ly*)}. (3.2.2) 

Le polyedre (3.2.2) pent egalement se decrire, g la Proposition 1.3.2, par 

{(/X, z/, 7) e (A^,+)3; 3N > t.q. {V^^ ® ® V^^,f + 0}. 

II s'agit bicn d'un polyedre, puisqu'il est, a peu de choses pres, ce que I'on appelle le 
cone semi-ample de la variete projective K/T x K/T x K/T, cf Chapitre 5. 
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Cette idee va etre utilisee dans la section 3.3 pour calculer quelques exemples de 
projections d'orbites. 

Determiner I'intersection de deux polyedres convexes est en general complique, mais 
ici cela reste envisageable lorsque le cone ^(71, . . . ,7^) a une geometric simple (par 
exemple pour Sp{2n,W) et SU{n, 1)) ou lorsque le rang de I'algebre de Lie est petit 
(calcul pour SO*{<o)). 

3.3. Exemples de calculs de projections d'orbites 

La Proposition 3.2.2 donne une description de la projection d'une orbite holomorphe 
en termes de representations irreductibles du sous-groupe compact maximal. En al- 
liant nos connaissances des representations irreductibles de K apparaissant dans le 
X-module C[p~], grace au Theoreme de Schmid, et les resultats du probleme de Horn 
dus a Klyachko et Knutson-Tao, nous allons etre en mesure de calculer certains poly- 
edres moments associes aux projections d'orbites holomorphes. 

Nous ne presenterons ici que Ics calculs pour les groupes classiques Sp{2n, M) et 
SU{n,l) pour n ^ 2, et 5*0* (6), qui font intervenir le probleme de Horn classique, 
c'est-a-dire, lorsque le sous-groupe compact maximal K est U{ri). 

3.3.1. Projections d'orbites coadjointes holomorphes de Sp{2n,'R). — Le 
Theoreme de Schmid applique au groupe Sp{2n, M) nous permet de donner la de- 
composition de C[p~] en somme directe de representations irreductibles, cf (2.4.1). 

Proposition 3.3.1. — Soient A G Aq _^ fl Choi et fi G A^^^. Alors ji G A;^(Ca) 
si et seulement s'il existe un entier k ^ 1 et un poids dominant positif 6 tels que 
{kfi, kA) G (A*)2 et Vs C Vfc^ ® VkA*. 

Demonstration. — Ceci decoule de la Proposition 3.2.2, appliquee a (2.4.1) qui donne 
I'enonce du Theoreme de Schmid dans le cas du groupe Sp{2n,'R). Remarquons que 
Ton ne pent appliquer la Proposition 3.2.2 que pour les S — {Si ... 5„) ou les 
composantes Si sont paires, d'apres (2.4.1). Mais si S est dominant positif, alors 2S 
a ses composantes paires et verifie V25 C V2k^ <S> V2kA* pour un certain entier k > 0. 
Autrement dit, la condition de parite des composantes de S n'est pas necessaire ici. □ 

Rappelons que, pour tout A = (Ai ^ . . . ^ A„) E t*^,la notation A* designe I'element 
dual A* = (— A„ ^ . . . ^ — Ai) de A dans t^. 

Theoreme 3.3.2. — Soient A G Aq .^ H Choi et /i & ^q,+ - assertions suivantes 
sont equivalentes : 

(i) At e Ak{Oa) ; 

(li) V(7, J, L) G on a + E^e.J ^* ^ / 

(m) pour tout i = 1, . . . ,n, on a fii ^ Ai. 
En particulier, les polyedres convexes Ax(Oa) et (A + R+/9) H t!j_ sont egaux. 
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Demonstration. — L'implication est une consequence des Theoremes 1.3.3 et 

1.3.4 (tires du probleme de Horn) et de la Proposition 3.3.1. La reciproque est donnee 
par la solution triviale 5 = 0. En effet, si /j, verifie (ii), alors les Theoremes 1.3.3 et 
1.3.4 impliquent que le poids trivial 6 — satisfait Vq C V^^Va.*- Or le poids trivial est 
dominant positif, done la Proposition 3.3.1 donne que /i appartient a Ak{0\). Ainsi, 

Prouvons Quitte a remplacer net A par respectivement kfi et kA, pour un 

certain entier A: ^ 1, on pent supposer yU, A G A*. En effet, on a toujours (A;A)* = kA*, 
car /c ^ 0. 11 suffit alors de voir que, pour tout i appartenant a {1, . . . ,n}, le triplet 
{{i}, {n + 1 — i}, {n}) est dans U{' = T". C'est le cas puisque i + {n + 1 — i) = n + 1. 
Par consequent, les coordonnees de // et A doivent verifier les conditions suivantes : 



/ij + A*_^^_- ^ 0, pour tout i = I, 



,n. 



Revenant a la definition de A* en terme de coordonnees, c'est-a-dire I'ecriture A* = 
(— A„, . . . , — Ai), on obtient fii ^ Aj pour tout i = 1, . . . ,n. 

Reciproquement, si verifie {in), alors le poids dominant 6 = {fii^ — Aj^ ^ . . . , — 
Aj^) est positif. De plus, les poids ji, A et 5 sont les spectres respectifs des matrices 
hermitiennes suivantes : 

/ -Ml 



( kni 



\ 



c 





( k{fXi-Ai) 



B = 



V 









-kAr 



\ 







k{ii„ - A„) 



Or ces trois matrices verifient A + B — C. Le Theoreme 1.3.3 implique par consequent 
que II verifie rassertion (ii). 

Les assertions {i), (ii) et {Hi) sont done equivalentes. De plus, etant donne que les 
racines non compactes positives de sp(M^") sont les formes lineaires Pij = e* + e*, 
pour 1 ^ i ^ j ^ n, il est clair que le cone "^g^^+^+f^ est tout simplement le 
cone Er=i^+e*- On en deduit alors les egalites A^ICa) = (A + ELi^+^i) n t; = 

(A + E/36^+K+/3)nt;. □ 



3.3.2. Projections d'orbites coadjointes holomorphes de SU{n, 1). — Rappe- 
lons que les notations sur les differents elements de 5u(n, 1) ont ete introduites dans le 
paragraphe 2.4.2. 

Grace au Theoreme de Schmid, on connait la decomposition de C[p~] en somme di- 
recte de representations irreductibles de U{n) : ce sont les representations irreductibles 
Vs, avec 5 un poids dominant de la forme 5 = m/3i, ou m G N, cf (2.4.3). En appliquant 
le Theoreme 1.3.3, on obtient aisement I'enonce suivant. 
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Proposition 3.3.3. — Sotent A G Aq^^ fl Choi /i G Aq^^ 
si et seulement s'il existe R G Q+ tel que pour tout r G {1, 

{l,J,K)eT-, 

^/., + 5]A*^i?^(/30^ 

et 

n n 

^/i, + ^A* = (n + l)it:. 

Nous allons maintenant presenter les equations qui determinent le polyedre de Kir- 
wan Ax(Ca), pour A G Aq^ nChoi- Ces equations font intervenir uniquement les di- 
rections dcs faces du cone engendre par les racines non compactcs positives de 5u(n, 1), 
c'est-a-dire, par les n vecteurs . . . , Ces n vecteurs formant une base de t*, chaque 
(n — l)-uplet que I'on pourra obtenir a partir de cette famille de vecteurs, va nous don- 
ner un hyperplan contenant la face engendree par ces n — 1 racines. On pent par 
exemple chercher, pour chaque k G {1, . . . , n}, un vecteur Xfc G t tel que {xki Pi) = 
SI i^k, et (xfc, Pk) > 0. On aura alors : 



. On a fl e Ak[Oa) 
. . . ,n — 1}, pour tout 

(3.3.1) 



Cone{(3i, . . . , = G t* ; (C, Xfe) ^ 0, V 1 ^ A; ^ n}. 
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On prendra pour cela 

n 

Xk = (n + l)efe - ^ej. 

1=1 

Par le calcul, on voit que Ton a bien {f3i, Xk) = si i 7^ A;, et (^fe, Xk) = n + 1 > 0. 
Le but de cette section est de prouver le theoreme suivant. 

Theoreme 3.3.4- — Soit A dans Aq _,_ nChoi- Alors, pour G — SU{n, 1), on a 
Ax(Oa) = {e e t*; (e, Xi) > (A, Xi) > (e, X2) ^ (A, X2) ^ . . . ^ (e, Xn) ^ (A, Xn)}- 

Pour simplifier les notations dans le preuve de ce theoreme, notons Vn — & 

t*;(e,Xi) > (A,Xi) ^ (e,X2) ^ (A,X2) ^ ... ^ (^,Xn) ^ (A,Xn)}. Dans la suite 
de ce paragraphe, nous designerons les equations apparaissant ci-dessus de la maniere 
suivante : 

{Ak): (C,Xfc) ^ (A,Xfe), pour /c = l,...,n; 

{Bk) : (A, Xk) > {L Xk+i) , pour k^l,...,n-l. 

Remarque 3.3.5. — Pour A; = 1, . . . , n — 1, en sommant les equations (^4^) et {Bk), 
on obtient : 

(Afc) + (Bk) : ^k - Cfe+i > 0. 

Par consequent, un element de Vn sera dans t^. Cela est coherent avec le resultat que 
Ton veut obtenir, c'est-a-dire Vn = Ak{0\) est un polyedre convexe contenu dans t^. 

Le polyedre Vn est rationnel, done pour montrer que Ak{Oa) est egal a Vn, nous 
allons prouver I'egalite Ak{Oa) n Aq = 7^^ n Aq. 

Premiere etape : montrons que /S.k{Ois) fl Aq C T'n fl Aq. — Les equations de type 
{Ak) sont les equations qui definissent le cone engendre par les racines non compactes 
positives. 

Proposition 3.3.6. — Soit /i un element de Aa'(Ca) n Aq Alors, pour tout entier 
k e {!,..., n}, on a {fj,- A, Xk) > 0. 

Demonstration. — Soit fi un element de Ak{0\) fl Aq Pour A; e {1, . . . , n} fixe, on 
a (/X — A, Xk) ^ si et seulement si 

n n 

+ ^ (n + l)Afc-^Ai. 

1=1 i=i 

D'apres la Proposition 3.3.3, comme /i appartient a Ak{Oa), /i verifie la « condition 
de trace » Y17=i A** ~ 5^i=i -^(^ ^i'^si que les n conditions /i^ ^ A^. + R, pour 
A; = 1, . . . , n et i? un certain rationnel positif. Ces dernieres conditions proviennent du 
fait que le triplet ({A;}, {n — k + 1}, {n}) appartient a = T", avec A*_^^]^ = — A^, 
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et que la n-ieme coordonnee (/3i)„ de /3i vaut 1. Pour k fixe dans {1, . . . , n}, on associe 
ces deux equations pour obtenir 

(n+lK-Er=i/^i > -E;LiA,-i?(n + l) + (n+l)(Afe + i?) 

> (n + l)Afc-E;=iA,- 

Et I'equivalence precedente nous donne {/i — A, Xk) ^0. □ 

Les equations de type (Bk) font a nouveau intervenir les equations des hyperplans 
vectoriels ortliogonaux aux Xk, mais cette fois pour deux entiers k successifs. 

Proposition 3.3.7. — Soit /i un element de Ak{Oa) H Aq .^.. Alors, pour tout entier 
k & {1, . . . ,n — 1}, on a 

{l^,Xk+i) ^ (A,Xifc)- 

Lemme 3.3.8. — Soit A; e {2, . . . , n}. Notons les trois ensembles / = {!,..., 
J = {1, . . . , n}\{n - A; + 2}, L = {1, . . . , n}\{2}. On a {I, J, L) e T^.^. 

Preuve du lemme. — C'est un cas particulier (pour r = n — 1) de la Proposition 
C.2.1. □ 

Preuve de la Proposition 3.3. 7. — Comme dans la preuve de la Proposition 3.3.6, on a 
equivalence entre {ji, Xk+i) < (A, Xk) et I'equation {Yli=i /^i)-("'+l)A*fe+i ^ iYli=i Ai)- 
{n + l)Afc. Supposons que // est un element de Ak{Oa) Pi Aq D'apres la Proposition 
3.3.3 et le Lemme 3.3.8, il existe R e Q+ tel que X)r=i A«i + Ej=i A* = R{n+1) et, pour 
tout e {1, . . . , n - 1}, Ei^fe+i l^i + J2j^n-k+i Aj* > R E^^2(A)^ Pour l^k^n-1 
fixe, on a 

n 

—n/ik+i — n Hi — n{n + 1)R — n^^Aj. 

i^k+i j=i 

Ceci nous donne : 

= ("-+ l)(Ei^fc+i/^i) -^(^ + l)^-"'Ej=iAj 

^ (n + l)(ni? + A,) - n{n +l)R-n E;=i A,- 

> E;=iA,-(n+l)A,. 

Dans les incgalitcs ci-dessus, on a utilise le fait que E^^2(/^i)^ = n et que A*_^_,_]^ = A^^ 
On cn dcduit que {fi,Xk+i) ^ (A,Xfc)- CH 

Les Propositions 3.3.6 et 3.3.7 prouvent bien que Ton a I'inclusion Ak{0\) fl Aq C 
Vn n A^. 

Seconde partie : montrons que P„ fl Aq C Ak{Oa) H Aq. — Fixons, pour la suite de 
cette section, un element fi de Vn H Aq. Un tcl clement vcrifiera done les equations 
(Ak) et (-Bfe)- En particulier, si on somme toutes les equations {Ak), on obtient : 

n n n 

Y^{Ak) : Y^l^k^Y^^k- 

k=l k=l k=l 



3.3. EXEMPLES DE CALCULS DE PROJECTIONS D'ORBITES 



43 



Puisque // et A appartiennent a Aq, il existe un rationnel R positif tel que 

(T): Er=i/^. = E;=iA. + (r^ + lK 

et ceci est equivalent a E^Li f^i + Ej=i A* = (n + 1)R. 

Le but est d'appliquer la Proposition 3.3.3 avec ce nombre rationnel it! obtenu. Nous 
devons done montrer que pour tout r = l,...,n — let tout triplet {I, J, L) & T^, on 

Deux types de triplets de T" ont une importance particuliere dans ce contexte. 

Pour une partie 7 C {1, . . . , n} avec |/| = r ^ n — 1, nous noterons I — {n — i + 1; i e 
/}etL" = {n — r + l<n — r + 2<...<n — 1< n}. Les trois sous-ensembles I, I 
et L" de {1, . . . , n} sont de meme cardinal r. 

Si, de plus, 1 e /, nous noterons I* — {i — 1; i e /\{1}} U {n} ct = {1 < 
n — r + 2 <n — r + 3 < ... < n — 1 < n}. On indexe les elements de / par ordre 
croissant, / = {1 < i2 < ... < ir}, ce qui nous donne pour les autres ensembles, 
r = {i2 - I < . . . < ir - < n}, et I* = {1 < n - ir + 2 < . . . < n - i2 + 2}. 

Lemme 3.3.9. — Soit 7 C {1, . . . , n} avec |/| = r ^ n — 1. Alors, on a 

+ J]A*^i? (3.3.2) 

iei iei ^eL? 

Si, de plus, 1 e /; alors 

5^/x, + ^A*^i?^(/30. . (3.3.3) 

Demonstration du Lemme 3.3.9. — Soit / C {1, . . . ,n} avec |/| = r ^ n — 1. Puisque 
ji est dans P„, il verifie (T), et {Ak) pour tout k E I. Done, il verifie aussi I'equation 
r{T) + Y.iej{Ai), e'est-a-dire 

n / n \ n / n \ 

j=i iei \ j=i ) j=i iei \ j=i J 

ce qui est equivalent a Eie/A^i ^ Eie/ -^i + egalement equivalente a (3.3.2) 

en changeant de cote les tcrmcs en A. 

Supposons maintenant que 1 G /. Nous allons voir que fi verifie I'equation (3.3.3). 
Puisque 1 e /, on a 1 ^ {1, . . . ,n}\/, et I'equation (r + 1)(T) + Efee{i,...,n}v(-^fc-i) 
donne : 

n / " 

j=i ke{i,...,n}\i \j=i 

n / n 

^X(r + 1)A,+ +^^ + ^)^^ + ^)^■ 

i=l A;e{l,...,n}\/ \i=l 
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Cette inegalite est equivalente a la suivante : 

/ \ 

(n+ ^ (n+ 1) J2 K + K + {r + l)R , 

i&I \ iS{l,...,n-l} , 

\ i+iei / 

et en divisant par (n + 1), on obtient 

^ J]Ai + (r + l)i?, 
iei iei* 

ou, ce qui est equivalent, 

car 1 e L" et done J2i£L"il^^)^ = r + 1. Done I'equation (3.3.3) est bien verifiee par 
II. ' □ 

Les Propositions C.1.1 et C.2.1 montrent que les triplets {I,I,L^) et {I,I*,L^) 
appartiennent a T". Par consequent, les equations (3.3.2) et (3.3.3) nous donnent une 
partie des equations que nous recherchons. Nous allons tout de suite voir que Ton pent 
s'y ramener a chaque fois. 

Partons done de (J, J, L) quelconque d ans , pour un r G {^1, . . . ,n — l}. Nous 
voulons obtenir (3.3.1). Deux cas se presentent a nous. 

Tout d'abord, lorsque 1 ^ L, on a I'inegalite jk ^ n — ir-k+i + 1 pour tout 1 ^ k ^ r. 
Eneffet, (/, J, L) e T;^ et {{r - k + 1} , {k} , {r}) e T[ = Done ir^k+i+jk ^ /r + 1 ^ 
n+1. D'ou I'inegalite jk ^ n — ir-k+i + 1 =: ik- Par consequent, on a A* ^ . Nous 
obtenons I'inegalite attendue : 

iel jeJ iel k=l i&I k=l i€l i^l 

^ i?5^(/3i), = ri?=i?5^(/3i),. 

Nous avons applique I'inegalite (3.3.2) demontree ci-dessus. 

Enfin, si 1 G L, prenons 2 ^ k ^ r. Nous voulons montrer que jk ^ (i*)fe — n — 
ir-k+2 + 2. Pour ce faire, on doit d'abord remarquer que ({1, r — /c + 2}, {1, k}, {1, r}) e 
TJ. Done h + ir-k+2 + ji + jk ^ £i + 4 + 3. Or £i = 1 et ({1}, {1}, {1}) e T[, ce qui 
implique que ii + ji ^ £i + 1 = 2 et, comme ii,ji G {1, . . . ,n}, on a necessairement 
ii = ji = ii = 1. Puisque (/, J, L) G T", on obtient bien jk ^ n — ir-k+2 + 2. Et pour 
A; = 1, on a ji = 1 ^ (i*)i = 1. D'ou, 

r r 

E/^^+E^* = E/^^ + E^\ ^ E/^' + E%). = E/^^ + E^* 

iel jeJ iel k=l iel k=l i£l jgpT 

^ i?5^(/3i),= (r + l)i? = i?^(/3i),. 
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I'equation que nous voulions. Nous avons utilise ici le fait que 1 G /, car 1 e L, et 
avons applique I'inegalite (3.3.3) obtenue precedemment pour (/,/*,!/"). 

Pour recapituler, nous avons montre que si /i appartient a P„ fl Aq, alors il existe 
un rationnel positif R tel que // verifie Yl^=i f^i + Sj=i A* = (n + 1)R et, pour tout 
r e {1, . . . , n - 1} et tout (I, J, L) e T^, 

Y,^,+Y.^]^RY,m,. 

iei jeJ ieL 

La Proposition 3.3.3 permet maintenant de conclure que T^n H Aq C Ax(Ca) H Aq. 
Cela prouve le Theoreme 3.3.4. 




Figure 6. Polyedre de la projection d'une orbite coadjointe holomorphe de SU{2, 1) 



3.3.3. Projections d'orbites coadjointes holomorphes de SO* (6). — De ma- 

niere analogue aux groupes Sp{2n,'M.) et SU{n, 1), on applique le Theoreme de Schmid 
(Theoreme 2.3.1), specialise a S0*{6) dans I'assertion (2.4.5), pour obtenir une condi- 
tion necessaire et sufhsante pour qu'un element de Aq^ soit dans le polyedre Ak{Oa_). 
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Proposition 3.3.10. — Soit A e Aq _^ fl Choi et /j, e Aq _^. Alors ji e Ak{Ok) si et 
seulement s'il existe R e Q+ tel que 



II, -I. ii„_i_ ii„ — A, -I- A„-i- A„ 1 9 P 


[til) 


ii„ -1- ii„ ^ A„ -I- A„ -I- F? 




A^i + A«3 ^ Ai + A3 + 


(A2) 


//I + //2 ^ Ai + A2 + -R, 


(A3) 


Ail + A*2 ^ A2 + A3 + 2i?, 


(A4) 


//I ^ A2 + i?, 


(A5) 


/X2 ^ A3 + R, 


(A6) 


fJ'S > A3, 


(A7) 


Af2 > A2, 


(A8) 


//I ^ Ai. 


(A9) 



Demonstration. — Ce resultat decoule directement du Theoreme 1.3.3 et du Theoreme 
de Schmid et de I'Exemple 1.8, donnant les equations pour le cas de U{3). □ 

II faut noter que ccrtaines equations de I'Exemple 1.8 n'apparaissent plus dans 
I'enonce de la Proposition 3.3.10, car elles decoulent d'autres equations donnees ci- 
dessus. En efFet, il ne faut pas oublier que les coordonnees de /i et A sont rangees 
par ordre decroissant, ce qui ajoute des conditions au polyedre final. Par ailleurs, on 
connait la forme du poids ly qui doit apparaitre dans le membra de droite des equations 
de I'Exemple 1.8, et ici il verifie i^i = 1^2 = 1 et 1/3 = (il s'agit de /5i,2)- Pour donner un 
exemple, I'equation //i + A^ ^ decoule de I'equation //i + Ag ^ R, puisque A^ ^ A2. 

Le Theoreme suivant conclut I'etude du polyedre Ak{Oa) pour le groupe SO* (6). 

Theoreme 3.3.11. — Lorsque G = SO*{<o) et A e Aq _,_ flChob polyedre de Kirwan 
^k{Oa) est defini par les equations affines suivantes 

-6 + 6 + 6 ^ -Ai + A2 + A3, (Bl) 

6 - 6 + 6^ Ai - A2 + A3, (B2) 

6 + 6-6 ^Ai + A2- A3, (B3) 

6 - 6 - 6 -Ai + A2 - A3, (B4) 

-6 + 6 - 6 ^ -Ai - A2 + A3, (B5) 

6^6^ 6- 

Demonstration. — Puisque les polyedres intervenant ici sont rationnels, il suffit de 
montrer que leurs ensembles de points rationnels coincident. Notons Vk le polyedre de 
Aq _j. defini par les equations (Bl) a (B5). 

Commengons done par supposer que /i appartient a Va. En sommant les deux in- 
egalites (Bl) et (B2), on obtient 2/^3 ^ 2 A3 et done 11^ ^ A3, ce qui est exactement 



3.3. EXEMPLES DE CALCULS DE PROJECTIONS D'ORBITES 



47 



I'inegalite (A7). De meme, sommer les inegalites (Bl) et (B3) (resp. (B2) et (B3)) 
donne Finegalite (A8) (resp. (A9)). On en deduit que verifie 

/il + /U2 + Af3 ^ Ai + A2 + A3, 

done il existe un rationnel positif R tel que ^1 + ^2 + A^s = Ai + A2 + A3 + 2R. II s'agit 
de I'egalite (E). On va sommer cette egalite avec les equations (B). 
En sommant les equations (E) et (Bl), on obtient 

2^2 + 2/i3 ^ 2A2 + 2A3 + 2i?, 

ou encore, en divisant par 2, I'equation /U2 + /X3 ^ A2 + A3 + i?, qui est egale a (Al). De 
meme, en sommant (E) et (B2) (resp. (E) et (B3)), on obtient I'inegalite (A2) (resp. 
(A3)). 

Enfin, on pent voir que Ton obtient I'equation (A4) (resp. (A5), resp. (A6)) en 
faisant 2(E)+(B4)+(B5) (resp. |(E)+|(B4), resp |(E)+|(B5)). Done on a bien e 

AK(CA)nA^^+. 

Maintenant, supposons que appartient a A/^(Oa) fl Aq. Puisque Ak{0{C) est, 
par definition, contenu dans la chambre de Weyl t!!^,, on a //i ^ ^2 ^ A*3- D'apres 
la Proposition 3.3.10, il existe un rationnel positif R tel que ji verifie I'egalite (E) 
et les neuf inegalites (Al) a (A9). En procedant de manicrc opposee a la premiere 
partie de la preuve, c'est-a-dire, en effectuant le calcul des equations 2(A1) — (E) (resp. 
2(A2)-(E), resp. 2 (A3) -(E), resp. 2(A5)-(E), resp. 2(A6)-(E)), on obtient I'inegalite 
(Bl) (resp. (B2), resp (B3), resp. (B4), resp. (B5)). Done fi e V^. On en conclut I'egalite 
Ak(C'a) n Aq = Vk- D'ou le resultat en passant aux adherences dans t*. □ 



CHAPITRE 4 



STRUCTURE SYMPLECTIQUE DES ORBITES 
COADJOINTES HOLOMORPHES 



L'etude du polyedre moment Ax(Ca) de la projection d'une orbite coadjointe ho- 
lomorphe necessite une meilleure connaissance de la structure symplectique de Ca. 
Dans ce chapitre, nous prouvons I'existence d'un symplectomorphisme X-equivariant 
entre I'orbite {Oa,^Oa) variete symplectique « plus simple », produit direct 

de I'orbite coadjointe compacte {K ■ A, Qk a) et d'un espace vectoriel symplectique. 
L'avantage de cctte nouvelle variete symplectique est que sa structure hamiltonicnnc 
donne un polyedre moment qui pent etre decrit en termes de representations du groupe 
K, description que Ton pourrait considerer comme analogue non-compact de la version 
algebrique du polytope moment donnee au paragraphe 1.2. 

4.1. Symplectomorphisme de McDuff 

Soit G un groupe de Lie reel semi-simple connexe non compact a centre fini et Q son 
algebre de Lie. On fixe Q = i(Bp une decomposition de Cartan de son algebre de Lie et 
on note K le sous-groupe de Lie connexe de G d'algebre de Lie 6. Nous supposerons que 
I'espace symetrique G/K est hermitien. II s'agit en particulier d'une variete kahlerienne 
a courbure negative difi^eomorphe a I'espace vectoriel p. Dans [McD88], McDufi^ a 
prouve qu'une telle variete kahlerienne est symplectomorphe a p muni de la forme 
symplectique lineaire ftp definie par 

flp{A, B) = Bg{A, £id{zo)B) pour tons A,B ep, 

ou Bq designe la forme de Killing sur q et zo est un element du centre de t tel que ad(^o) 
definisse une structure complexe X-invariante sur p. Un tel element existe d'apres la 
Proposition 2.1.3. 

On pent egalement interpreter I'espace symetrique hermitien G/K comme I'orbite 
coadjointe dans Q* d'un certain element de B*, central pour K. Plus generalement, 
si on prend A e fi*, la decomposition de Cartan nous donne egalement un diffeomor- 
phisme ii'-equivariant entre I'orbite coadjointe elliptique G- A et la variete symplectique 
K ■ A X p. Ceci nous amene a la question suivante : existe-t-il une generalisation du 
symplectomorphisme de McDuff au cas d'une orbite elliptique non centrale ? 
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Fixons un tore maximal T de K, notons t son algebre de Lie et une chambre 
de Weyl de t*. Au choix de Felement zq G 3(6) correspond un systeme de racines non 
compactes positives 9^^, ce sont les racines apparaissant dans p"*" — ker(ad(zo)|pc ~ 0' 
et done une chambre holomorphe Choi- Pour plus de details, cf paragraphe 2.2. 

Dans le cas ou on fait I'hypothese supplement aire que G est simple, Paradan a 
prouve, dans [Par08], que pour tout element A de Choi, on a I'egalite Ak{G ■ A) = 
Ak{K -Axp) des polyedres moments respectifs des varietes hamiltoniennes (G-A, Qg-a) 
et {K ■ A X p, VLk-k xp)) pour Icurs applications moments standards. Ici, f^x-Axp • — 
^K K © ^p designe la somme directe des deux formes symplectiques VLr k et VLp sur le 
produit de varietes X • A x p. II a alors conjecture que ces varietes symplectiques sont 
X-symplectomorphes, I'egalite des polyedres moments corroborant cette idee. 

Cette conjecture est vraie, meme sans Thypothese de simplicite du groupe G, et nous 
proposons dans ce chapitre une preuve de ce resultat. II s'agit de prouver le theoreme 
suivant. 

Theoreme 4^.1.1. — On considere les hypotheses enoncees au debut du paragraphe. 
Soit A e Choi- Alors il existe un symplectomorphisme K-equivariant entre les varietes 
symplectiques {G - A, Qg a) {K - A x p, Jl^r-Axp) envoie {kA, 0) & K ■ A x p sur 
kA & G ■ A, pour tout k & K. 

Comme consequence directe du Theoreme 4.1.1, nous obtenons une nouvelle preuve 
de I'egahte des images des apphcations moments respectives. 

Corollaire — Les applications moments $g-a ^K-Axp ont la meme image 

dans fi*. En particulier, leurs polyedres moments respectifs Ak{G ■ A) et Ak{K • A x p) 
sont egaux. 

Travailler sur la variete iT-hamiltonienne (i^-Axp, Qx-Axp, ^K-Axp) en lieu et place de 
la variete i^-hamiltonienne {G ■ A, flc A, $g a), nous permettra d'obtenir les equations 
du polyedre moment Ak{G • A) de la projection d'une or bite holomorphe dans le 
Chapitre 7. 

4.2. Une version non compacte du Theoreme de Moser 

Une methode efhcace pour trouver des symplectomorphismes entre varietes symplec- 
tiques est d'utiliser un argument de type Moser [Mos65]. Dans le cadre non compact, 
il y a cependant un probleme supplementaire qui apparait : trouver un champ de 
vecteurs dependant du temps qui s'integre completement afin d'obtenir une isotopie. 
Par exemple, dans [McD88], McDuff utilise la completude au sens riemannien de sa 
variete, couple au Theoreme de comparaison de Ranch, pour pouvoir appliquer I'argu- 
ment de Moser. Une autre possibilite est de travailler sur des varietes hamiltoniennes 
avec applications moments propres, comme par exemple dans [KTOla]. Ici, nous allons 
utiliser une variante de cette deuxieme methode. 
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Soit K un groupe de Lie compact connexe, E un espace vectoriel reel de dimension 
finie sur lequel agit lineairement K et M une variete compacte connexe munie d'une 
action de K. Nous travaillerons maintenant sur le fibre vectoriel trivial M x E, muni 
de Faction diagonale de K. Soit {D.t)te[o,i] une famille de formes symplectiques K- 
invariantes de M x £^ dependant de maniere lisse en t, telle que, pour chaque t e [0, 1], 
la variete symplectique {MxE, Q^) soit hamiltonienne pour Taction de K, d'application 
moment (pt ■ M x E ^ t*. 

Dans I'enonce ci-dessous, (T(m o)({^} ^ E)) * denote I'orthogonal symplectique de 
I'espace tangent T(m o)({"^} x E) au-dessus de (m, 0) de la sous- variete {m} x E, dans 
I'espace tangent T(„t,o)(^ x E), par rapport a la forme symplectique fit- 

Theoreme ^.2.1. — Si les quatre assertions suivantes sont verifiees, 

(1) // existe une famille lisse {fit)teio,i] de 1-formes differentielles K -invariantes telles 
que dfit = -^i^t pour tout t G [0, 1], 

(2) L'ensemble {0t(m,O);m & M,t & [0, 1]} est borne dans t*, 

(3) Pour tout meM et tout t e [0, 1], (T(^,o)({^} x E))^' = T^m,o){M x {0}), 

(4) // existe deux reels 7 > tels que 

\\(f)t(m,v)\\ ^ d\\v\\\ V(m,v) eMxE, e [0,1], 

alors, il existe une isotopie K-equivariante pt : M x E ^ M x E telle que p^flt = flo 
pour tout t e [0, 1]. 

Si, de plus, pour un toq G M, on a iJ,t\{mo,o){u, 0) = pour tout {t, u) G [0, 1] x Tm^M, 
alors pt(mo, 0) = (mo, 0) pout tout t G [0, 1]. 

Remarque 4-2.2. — La condition (4) du Theoreme 4.2.1 pent etre consideree comme 
une condition d'uniforme proprete des applications moments (pt, pour t parcourant 
[0, 1]. II s'agit d'une condition tres forte, qui est cependant realisee pour les varietes 
hamiltoniennes que Ton rencontrera dans la suite de ce chapitre. 

Remarque 4- 2- 3. — Lorsque M x E E, c'est-a-dire M — {nio} est reduite a un 
point, la derniere condition « /Xt|o(0) = pour tout t G [0, 1] » est evidemment toujours 
verifiee. En particulier, si les quatre autres hypotheses sont verifiees, il existera toujours 
un symplectomorphisme 7^-equivariant qui stabilise le vecteur nul. 

L'hypothese (3) est, quant a elle, clairement verifiee des que M xE ^ E est vectoriel, 
car elle revient a ecrire 

{ToEf^ = {0}, 

condition impliquee par la non-degenerescence de la 2- forme alternee Qt\o sur TqE. 

Lemme 4-2. 4- — 'S'o^i (/^t)tG[o,i] une famille lisse del-formes differentielles sur MxE 
K -invariantes. II existe une famille lisse (/t)te[o,i] de fonctions C°° et K -invariantes 
sur MxE, telles que 

(i) dft\T(Mx{0}) = 0, 
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(ii) i{v){^t — dft) — sur M x {0} pour tout v G E. 
Demonstration. — Pour tout t e [0, 1], tout v & E et tout m e M, on pose 

ft{m,v)=2 iit\{m,sv){0,sv)ds. 
Jo 

Les fonctions ft sent toutes C°° et dependent de maniere lisse par rapport a t, par le 
theoreme de derivabilite sous le signe integral. La fonction ft est K-invariante par K- 
invariance de La derniere assertion se verifie egalement directement sur la definition 
de ft, en passant en coordonnees locales si necessaire. □ 

Preuve du Theoreme 4-2.1. — D'apres le Lemme 4.2.4, quitte a remplacer pt par A^t — 
dft pour une certaine famille lisse {ft)te[o,i] de fonctions C°° et /T-invariantes sur MxE, 
on pent supposer que /it est i^-invariante et verifie 

A** I (m,o) (0, = 0, ymeM,yveE, 

pour tout t e [0, 1]. 

Definissons maintenant le champ de vecteurs sur MxE dependant du temps par 

i{^t)^t — ~IJ't, pour tout t e [0, 1]. 

Ce champ de vecteurs est lisse par rapport a i et est X-invariant, car fi^ et /it le sont. 
Le but est d'integrer ce champ de vecteurs en une isotopie de M x 

D'apres I'hypothese sur /it, on remarque que, pour tout m e M et tout v & E, on a 

^t\{m,o){Ct{m, 0),{0,v)) = -iit\{m,o){0,v) = 0. 

Done le vecteur tangent ^t(m, 0) appartient a (T(^_o)({"^} x orthogonal sym- 

plectique de T(^o){"^} x E dans T(^o)(-^ x E) pour la forme symplectique ^t\{m,o)- 
Or, d'apres I'hypothese (3), on a (T(^,o)({rn} x E)f' = T^,o){M x {0}). D'ou ^((m, 0) 
appartient a T(^^o)(-^ x {0}) pour tout m e M, pour tout t e [0, 1]. 

Nous considerons I'equation difFerentielle dependant du temps t e [0, 1] associee au 
champ de vecteurs 

poix) = X, 

d . . ..... (4.2.1) 

pour toute condition initiale x e M x E. Une application du Theoreme de Cauchy- 
Lipschitz montre que le domaine de definition T> C [0, 1] x M x £■ des courbes integrales 

est ouvert dans [0, 1] x M x E. 

Soit r > un reel positif quelconque. Definissons le voisinage ouvert et connexe 
Ur := M X 5(0, r) de M x {0} dans M x E, la boule etant prise pour une norme 
euclidienne i^-invariante || • || sur E (une telle norme existe toujours car K est compact). 
Son adherence Ur est le compact M x B(0,r) de M x E. On definit I'intervalle 

Ir '.= {£ G [0, 1]; Va: G Ur, la courbe integrale pt{x) est definie sur tout [0,£]}. 

Nous voulons montrer I'egalite Ir = [0, 1]. 
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Etape 1 : montrons que I'intervalle Ir est ouvert dans [0, 1]. 

Soit e E [0, 1[ tel que la courbe integrale pt{x) soit definie sur [0, e] pour tout x E Ur 
(ceci est possible au moins pour e = 0). Puisque le domaine V est ouvert, pour chaque 
X e Ur, existe un voisinage Vx de x dans M x £■ et un reel Ex > s tel que pt{y) soit 
defini pour tout y eVx et tout t e [0, ex[- Or Ur est compact, il est done reconvert par 
un nombre fini de voisinages V^^, . . . , V^^, ou Xi, . . . ,Xs sont des elements de f/,.. Ceci 
implique que I'intervalle contient le voisinage [0, min|^^ £-r . [ de e dans [0,1]. II est 
done clair que Ir est ouvert dans [0, 1]. 

Etape 2 : montrons que I'intervalle Ir est ferme dans [0, 1]. 

Pour prouver que Ir est ferme, nous aurons besoin de montrer plusieurs faits. 

Fait 1 : Pour tout m e M, la courbe integrale pt{m, 0) est definie sur 
tout [0, 1]. 

En efFet, on a pu prendre pt de sorte que 

et(m, 0) e r(^,o)(M X {0}), Vm e M, e [0, 1]. 

Cela implique que toute courbe integrale t e [0, e[-^ Pt{T^, 0) est contenue dans M x {0} 
par unicite locale, pour tout m e M. Or M est compact, done la courbe integrale 
maximale partant de (m, 0) est definie sur [0, 1] tout entier, pour tout m e M. 

Fixons maintenant un element mo G M. Get element nous permet de definir la 
famille de vecteurs de i* 

ct (f)t o pt{mo, 0) - (j)o{mo, 0) e [0, 1], 

et notons 

C := sup II Ct II < +00. 

telOA] 

La finitude de cette borne superieure est donnee par I'hypothese (2), puisque, pour tout 
t G [0, 1], le vecteur (pt o pt(mo,0) est contenu dans I'ensemble borne {0t(m, 0);m e 
M,t e [0,1]} de r. 

Nous definissons egalement le reel 

Dr := sup ||0o(a;)||, 

pour tout reel r > 0. II est clair que si Ton a deux reels positifs r < s, alors Dr ^ Dg. 

Fait 2 : Soient r > £ e]0, 1] tels que, pour tout x e Ur, la courbe 
integrale pt{x) soit definie sur [0, £[. Alors, pour tout t e [0,£[; on a 

Pt{Ur) C U (^Dr±Cy/f 

Pour r > et £ e ]0, 1] pris comme dans I'enonce du Fait 2, nous obtenons pour 

tout t e [0,£[ une application lisse pt : U,- M x E. Puisque fit est fermcc, on a 
= diii^tW = -dfit = -i^t. Done pUL^.nt + iQt) = iip*M = sur Ur, 
pour tout t e [0,£[. Par consequent, on a p^flt = flo\ur pour tout t e [0,s[. 
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L'ouvert Ur de M x E est clairement un voisinage K-stahle de M x {0} dans M x E. 
La restriction (j)o\ur '■ Ur — > i* definit done une application moment pour la i^'-variete 
symplectique {Ur,^o\ur)- Puisque p^flf = ^o\ur^ I'application pl4>t = 4>t ° Pt '■ Ur ^ t* 
est une autre application moment pour {Ur,flo\ur)- Comme Ur est connexe, on en 
deduit que pour tout t e [0, e[, I'application 0* o — 0o est constante. De la definition 
des constantes Cj, on a 0t o pt{x) — (poi^) + pour tout x & Ur et tout t e [0, e[. En 
particulier, on voit que Ton a 

WMPti^m ^ \\Mx)\\ + \\ct\\ ^Dr + C (4.2.2) 

pour tout X e Ur et tout t e [0, £[. 

Notons TTy- : M X E ^ Ela, seconde projection canonique. En appliquant Fhypothese 
(4), on deduit de (4.2.2) que, pour tout x e Ur et tout t e [0,£[, 

Dr + C^\\MPt{x))\\>d\\7Tv{pt{x)W. 

II en decoule directement I'inclusion 

PtiUr) C U, 

pour tout t e [0, £[. 

Fait 3 : Soient r > et e g]0, 1] tels que, pour tout x G Ur, la courbe 
integrale pt{x) soit definie sur [Q,e[. Alors, pour tout t e [0, £[, on a 

Pt{Ur) C U ^ D^^^+c y/y 

Soit T e [0,£[. Par hypothese, pt{x) est definie sur [0,t] pour tout x G Ur- En reali- 
sant un raisonnement similaire a I'Etape 1, on peut montrer qu'il existe un voisinage 
ouvert V de Ur tel que la courbe integrale Pt{y) soit definie sur [0, r] pour tout y E V. 
Par un argument classique de topologie, il existe un reel r' > r tel que Ur' C V. En 
effet, fixons s > r et supposons que UsHV^ (sinon Us gV et r' = s convient). On 
salt que I'intersection Ug n est un compact de M x done la borne inferieure de 
I'ensemble {[It'll; (x, v) G UgC^V'^} est atteinte en un point (xq, vq) de Ugf^V'^. Mais alors 
on a forcement ||vo|| > r, puisque Fhypothese ||vo|| ^ r impliquerait {xo,vo) &UrClV, 
ce qui contredirait le fait que {xqjVq) appartient a V^. Ainsi, en prenant un reel r' 
verifiant I'encadrement 

r <r' <mi{\\v\\;{x,v) eUsnV}, 

on a Ur' C V. 

Par consequent, il existe un reel r' > r tel que la courbe integrale pt{y) soit definie 
sur [0,r] pour tout y G Ur'- On peut supposer que r < r' ^ r + 1. On a done 

Dr ^ Dr' ^ Dr-\-\- 

Appliquons le Fait 2 a Ur' et [0, t[. Ceci nous donne done, pour tout t G [0,t[, les 
inclusions 

pt{Ur) C Pt{Ur') C U 
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Ceci etant vrai pour tout r e [0, £[, on en deduit que pour tout t e [0, £[, on a 



Notons Er '■= sup/r. Par definition de J^, cela signifie que, pour tout x G Ur, la 
courbe integrale pt{x) est definie au moins sur [0,£r[- Or, d'apres le Fait 3, pt{Ur) C 
[/ /£,^+i+cni/t est verifie pour tout t G [0,e[. Par consequent, on pent prolonger ponc- 



tuellement en t = chacune des courbes integrales ayant pour condition initiale un 
element de Ur- D'ou e est lui-meme un element de Ir- Finalement, cette propriete 
implique que Ir est un intervalle ferme de [0, 1]. 

De plus, il est clair que Ir est non vide, puisqu'il contient au moins 0. L'intervalle 
est alors ouvert, ferme et non vide dans le connexe [0, 1]. On en conclut que J,. = [0, 1]. 
Autrement dit, toutes les courbes integrales ayant pour condition initiale un element 
de Ur sont definies sur [0, 1] tout entier. Mais puisque tout element de M x E est 
contenu dans un certain f/^, le champ de vecteurs est done complet. 

Remarquons egalement que pour tout t e [0, 1], 1' application lisse pt : M x E ^ 
M X E est en realite un diffeomorphisme. Ceci est un resultat classique sur les champs 
de vecteurs dependant du temps, que Ton pourra trouver par exemplc dans [Laf96, 
Theoreme 52]. Ainsi, pt definit une isotopie de M x et verifie p^flf — fig pour tout 
t e [0, 1]. Et comme est ii'-invariant, pt est i^-equivariante. 

II reste a prouver la dcrnicrc assertion. On a vu au debut de la prcuvc que Ton 
pouvait se ramener a une famille lisse {pt)te[o,i] de 1-formes i^-invariantes qui verifient 
Att|(m,o)(0, v) = pour tout (m, v) e MxE. Or, I'hypothese sur mo devient maintenant : 

/^t|(mo,0) =0 Wt E [0, 1]. 

Par consequent, ^t(mo, 0) = pour tout t G [0, 1], et comme pt{iTLo) est I'unique courbe 
integrale de I'equation (4.2.1) pour x = (mo,0) verifiant ^0(^^0,0) = (mo,0), on en 
deduit que pt(mo, 0) = (mo, 0) pour tout t G [0, 1]. □ 

L'avantage du Theoreme 4.2.1 est que la famille lisse {Qt)t(^[o,i]j representant le che- 
min lisse reliant les deux formes symplectiques considerees sur MxE, n'est pas limitee 
au segment, comme c'est le cas dans I'argument de Moser. II nous donne done plus 
de liberte pour trouver un chemin symplectique, sachant que I'ensemble des formes 
symplectiques sur une variete n'est pas convexe. 

Cependant, il n'y a pas que des avantages. En effet, il devient alors difficile de 
prouver que chaque Qt est fermee et possede une application moment 0^, alors que ceci 
est direct dans le cas du segment. C'est pourquoi on se ramene a etudier le segment 
reliant deux formes symplectiques des que cela est possible. 

Corollaire 4-2.5. — Soient Qq et Qi deux formes sym,plectiques K-invariantes sur 
MxE, d' applications moments (f)Q et (pi. Posons Qt = tQi + (1 — t)QQ et (pt — 
t(\)\ + (1 — t)0o pour tout t G [0, 1]. Si les quatre assertions suivantes sont verifiees, 

(1) pour tout t G [0, 1], VLt est symplectique sur MxE, 



PtiUr) C U 



( 
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(2) il existe une l-forme differentielle K-invariante fi telle que djj, = ili ~ VLq, 



(3) pour tout meM et tout t e {0, 1}, (7(^,0) ({^} x E)) ' = T^m,o){^ ^ i^})' 



alors (M x E, Qq) et (M x Vti) sont K-symplectomorphes. 

Demonstration. — Ce resultat decoule directement du Theoreme 4.2.1, ou -^Qt = 
Qi — Qq et Ht = n pour tout t G [0, 1] est fT-equivariante et depend de maniere 
lisse en t. Ici, la famille d'applications moments {(j)t)te[o,i] depend continument de t. 
Done I'ensemble {0t(m,O);t G [0, l],m e M} est compact comma image continue du 
compact [0, 1] x M. 

De plus, la condition (3) est en realite valable pour tout t e [0,1], grace au fait 
que Qt s'ecrive sous la forme fit = tfli + (1 — t)QQ et qu'elle soit symplectique par la 
condition (1). En effet, on voit clairement de I'ecriture de fit que 



Comme fit est symplectique, on a egalite des deux sous-espaces vectoriels par un ar- 
gument de dimension. 

On a done une isotopie pt : M x E ^ M x E telle que pi fit = flo pour tout t G [0, 1]. 
En particulier, p^fli = flo, done pi est un symplectomorphisme X-equivariant entre 



Nous travaillons ici avec un type tres particulier de variete, puisqu'il s'agit d'un 
produit direct d'une variete compacte connexe et d'un espace vectoriel de dimension 
finie. La condition (2) du CoroUaire 4.2.5 correspond ainsi a une version K-invariante 
du Lemme de Poincare, ou les deux applications homotopes sur M x E considerees 
sont I'identite de M x £■ et I'application composee ion, avec i : M ^ M xE I'injection 
de M comme section nuUe deMx£'et7r:Mx£'— >Mla projection canonique. 

Dans I'enonce ci-dessous, nous dirons qu'une homotopie F : A^i x [0, 1] ^ A^2 entre 
deux varietes A^i et N2 munies d' actions du groupe K, est i^-equivariante si 



Cela revient a dire que F est K-equivariante lorsqu'on munit A^i x [0, 1] de Faction 
diagonale de K, avec action triviale de K sur [0, 1]. 

Lemme 4-2.6. — Soient Ni et N2 deux varietes munies d'une action du groupe K. 
Soient f,g : Ni ^ N2 deux application lisses telles qu'il existe une homotopie K- 
equivariante F : Ni x [0,1] — >■ N2 verifiant F{x,0) — f{x) et F{x,l) = g{x) pour 
tout X E Ni. Pour toute p-forme differentielle ou sur N2, on pose la {p — l)-forme 
differentielle hpioj) definie sur Ni par 




y{m,v) eM xE, yte [0,1], 



{TimM^} xE)) *D T^mfl){M X {0}). 



(M X E^flo) et (M X E,fli). 



□ 



F{k ■ x,t) ^ k ■ F{x,t) yxeNi,ykeK. 




(4.2.3) 
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L 'application hp '■ fl^{N2) fl^ ^(-^i) un operateur lineaire qui verifie les proprie- 

tes suivantes : 

{{) Pour tout k E K , on a k*{hF{u)) = hF{k*uj). En particulier, si u) est K- 
invariante, alors hp^u) est K-invariante. 

{a) d o hp + hp o d = g* - f* . 

La preuve de ce lemme n'est qu'une adaptation de la preuve standard du Lemme 
de Poincare i^-equivariant. On pourra trouver une preuve dans le cas non 

equivariant dans [War83]. La demonstration de la i^-equivariance se voit directement 
dans la definition de I'operateur hp. 

Nous allons appliquer ce lemme, dans notre contexte, aux applications f — i o tt et 
g — idMxE- Une homotopie entre ces deux applications de M x dans M x £■ est 

F : M X £; X [0, 1] — > M x E 
{rrijVjt) I — > {rrijtv). 

On pent facilement verifier sur la formule (4.2.3) que, pour tout m e M et pour 
toute 2-forme differentielle fl sur M x la 1-forme hp{fl) est nuUe sur la sous-variete 
M X {0}. 

Corollaire 4-2.7. — Soient Qq et Qi deux formes symplectiques K-invariantes sur 
M X E, d' applications moments 0o et 0i. Posons Vtt = tQi + (1 — t)QQ et (f)t = 
t(j)i + (1 — t)0o pour tout t G [0, 1]. Si les quatre assertions suivantes sont verifiees, 

(1) pour tout t G [0, 1], Qt Gst symplectique sur M x E, 

(2) la 2 forme differentielle Oi — Qq est dans le noyau de i* , 

(3) pour tout me M et tout t G {0, 1}, {T(^rn,o){{m} x E))^' = ^mfi){M x {0}), 

(4) il existe deux reels d,j>0 tels que 

\\Mm:v)\\^d\\v\\\ y{m,v)eMxE, Vie [0,1], 

alors il existe un symplectomorphisme K-equivariant entre (M x E, Qq) et (M x E, Qi) 
qui laisse fixe chaque point de la sous-variete i{M) — M x {0} de M x E. 

Demonstration. — II suffit d'appliquer le Corollaire 4.2.5, ou toutes les hypotheses sont 
deja verifiees, sauf la condition (2). Pour ce faire, nous allons appliquer le Lemme 4.2.6 

hMxE., f = ioTi ei g = idMxB- L'homotopie F entre f et g choisie dans le paragraphe 
precedant I'enonce du Corollaire 4.2.7 est bien fC-equivariante, car Paction de K sur 
E est lineaire. Or, Qi — Qq est dans le noyau de i*. Done d'apres le Lemme 4.2.6 {ii), 
la 1-forme difi^erentielle i^T-invariante /x = hp{fli — Qq) est telle que dfi = Vti — VLq, 
puisque fii — VLq est fermee. L'hypothese (2) du Corollaire 4.2.5 est done verifiee. 

De plus, on a vu dans le paragraphe precedant I'enonce du Corollaire 4.2.7 que 
ji — — Qo) est nuUe sur la sous-variete M x {0}. Appliquant ceci a la derniere 

assertion du Thcoreme 4.2.1, on en conclut qu'il existe un symplectomorphisme K- 
equivariant entre (M x E, Oq) et (M x E, VLi) qui stabilise chaque point M x {0} de 
M xE. □ 
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4.3. Proprietes de la decomposition de Ceirtan de G 

Comme indiquc dans la section 4.2, nous allons prouver le Theoreme 4.1.1 en utilisant 
des arguments de type Moser. Pour appliquer le Theoreme 4.2.1 et le Corollaire 4.2.5, 
il faut d'abord nous ramener a deux formes symplectiques sur la meme variete M = 
i^T-Axp. Or, la decomposition de Cartan de G induit un difFeomorphisme T de K-Axp 
sur G • A. Par consequent, il nous suffira de considerer les deux formes symplectiques 
^K Axp et r*D,a.A suT K ■ A X p. 

Dans ce paragraphe, nous considerons un groupe de Lie G reel semi-simple connexe 
non compact a centre fini. 

4.3.1. Notations. — Notons Bg la forme de Killing sur g. Comme q est semi-simple, 
elle possede un involution de Cartan 9. Rappelons qu'une involution de Cartan 6 est 
un involution de I'algebre de Lie g, c'est-a-dire une involution lineaire qui est aussi un 
automorphisme de I'algebre de Lie, telle que la forme bilineaire symetrique 

Be{X, Y) = -Bs{X, e{Y)) pour tons X,Y e Q 

est definie positive sur q. 

On note alors les deux sous-espaces propres 

t := ker(6' - idg) et p := ker{e + idg) 

de 9 dans g. Le sous-espace vectoriel t est en fait une sous-algebre de Lie de g. En effet, 
on a les inclusions [t,t] C t, [p,p] C B et [B, p] C p. Notons K le sous-groupe connexe 

de G d'algcbre de Lie i. 

II est bicn connu qu'il cxiste un automorphisme de groupe de Lie © dc G, de dif- 
ferentielle 9, tel que = idc, que le sous-groupe de G des elements fixes par © est 
exactement K et qu'il existe un diffeomorphisme 

{k,Z)eK xp^ exp{Z)k e G. (4.3.1) 

Le lecteur pourra trouver une preuve de ce fait dans [Kna02, Theoreme 6.31]. Ce 
diffeomorphisme est la decomposition de Cartan au niveau du groupe G. On pent 
facilement verifier qu'il est 7^-equivariant pour K qui agit sur K et G par multiplication 
a gauche, sur p par Paction adjointe et sur 7^ x p par action diagonale. 

De plus, comme G est a centre fini, K est un sous-groupe compact maximal de G, 
toujours d'apres [Kna02, Theoreme 6.31]. 

Soit A un element de t* et G • A son orbite coadjointe dans g*. Le diffeomorphisme 
(4.3.1) induit un diffeomorphisme 

P: K-Axp — > G-A 

{kA,Z) I — > exp{Z)kA 



qui est lui aussi /T-equi variant pour les actions evidentes. 
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4.3.2. La differentielle de F. — Pour connaitre I'expression de la forme symplec- 
tique T*flG-A, il est necessaire de calculer la differentielle de F. 
Soit {kA, Z) e M. Alors, pour tout (X, A) G t © p, on a 

dV{kK,Z){[k,XlA) = ^(F(A;exp(iX)A,Z))|t=o + ^(r(M,Z + a))|t=o 
= ^(exp(Z)A;exp(tA:)A)|4=o + ^(exp(^ + tA)kk)\t=o 

= [exp(Z)A;, ^] + ^ (exp(Z + tA)kK) |t=o- (4.3.2) 
Pour tout Z G 0, on definit I'operateur lineaire ^ z : S — ^ par 



Jo 



Remarquons que, pour tout g ^ G, on a. 

M/Ad(3)z(Ad(^)X) = Ad(^)^z(X), 
pour tous X G 0. On pent egalement ecrire 

Get operateur verifie les proprietes bien connues suivantes. 

Proposition 4-3.1. — Pour tout Z e g, on a 

(1) e'^^^^ o^z = ^-z, 

(2) dexp{Z) = (i/exp{z)(e) o = rfrexp(z)(e) o 

oti /exp(z) (^resj). rexp(z)j designe la multiplication a gauche (resp. a droite) parexp(Z) 
dans G. 

On pourra trouver une preuve de cette proposition dans [DKOO]. Du point (2) de 
la Proposition 4.3.1, on voit que 

^ (exp(Z + tX)) |i=o = ^ (exp(Z) exp(t^z(X))) |i=o, (4.3.4) 
pour tout Z, X G g. 

Proposition 4.3.2. — Pour tout {kA, Z) e K ■ Axp et tout {X, A) ei®p, on a 



dr{kA,Z){[k,X],A) = [exp(Z)A;,X + ^'Ad(fe-i)z(Ad(A;-i)A)] G G Xk^q/qj,. (4.3.5) 
Demonstration. — En combinant les equations (4.3.2) et (4.3.4), on obtient 

dr(kA,Z){[k,X],A) = [exp(Z)A;,X] + (A;exp(Ad(A;-^)(Z + a))A) \t=o 
= [exp(Z)A;,X] + [exp(Z)A;, ^Ad(fc-)z(Ad(fc-i)A)]. 
Ceci nous donne bien la relation (4.3.5). □ 
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4.3.3. Proprietes de I'application — Commengons par regarder 1' application 
lineaire ^'z : q ^ q, pour Z E p fixe. 

Proposition 4-3.3. — Soit Z E p. L 'application lineaire z : — )■ est symetrique 
pour Bg et ses valeurs propres sont toutes strictement positives. En particulier, ^ z est 
un automorphisme lineaire de g. 

Demonstration. — Puisque Z appartient a p, il est bien connu que ad(Z) : g — > g est 
symetrique pour Bq, cf [Kna02, Lemme 6.27]. De I'ecriture en serie convergente 4.3.3, 
il est clair que z est aussi symetrique pour Bq. Etant donne que cette application est 
definie a partir de I'integrale 

Jo 

ses valeurs propres seront les reels inE^aizi^il^ pour i = 1, . . . ,r, on ui, . . . ,Ur sont toutes 
les valeurs propres de ad(Z). On a pris pour convention ^~'^^p(°) ;= i. Qn en deduit que 
les valeurs propres de "i/z sont toutes strictement positives et que ^'z est inversible. □ 

II sera interessant par la suite de decomposer I'application lineaire : B®p — >■ C©p, 
en suivant les proprietes du crochet 

[p,p]c« et [«,p]cp. 

Definition 4-3 •4- — Pour tout Z e p, on a une decomposition de ^ z en une partie 
paire et une partie impaire ^'^j qui sont definies par 

^ ^ 2n + 1 !' ^ ^ 2n + 2 ! 

Remarque 4-3.5. — Nous justifions la terminologie « paire » et « impaire » du fait 
que, etant donne que Z appartient a p, I'application lineaire envoie t (resp. p) sur 
fi (resp. p), alors que envoie t dans p, et reciproquement. 

Alors que I'application definit un isomorphisme de g dans lui-meme, I'etudc dc 
"if 2; est plus compliquee, puisqu'il ne laisse pas stables les sous-espaces t et p, mais les 
intervertit. De plus, on voit facilement que ^^(Z) = 0, car a.d{Z)Z = [Z, Z] ~ 0. Done 
n'est pas inversible. 

Dans la section 4.5, nous ferons apparaitre I'application lineaire 

Xz := *i o : ^ 0, 

pour Z E p. Cette application a la propriete cruciale suivante. 

Proposition 4-3.6. — Pour tout Z E p, I'application lineaire Xz '■ 9 ^ Q est sy- 
metrique pour le produit scalaire Bg sur q et ses valeurs propres sont toutes dans 
I'intervalle ] — 1, 1[. 
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Demonstration. — Rappelons que ad{Z) : g — )■ g est symetrique pour Bg, car Z appar- 
tient a p. Puisque = X]a;>o ^(2^+1)! ' endomorphisme de g est aussi symetrique. II 
est egalement defini positif et, si les valeurs propres de ad(Z) sont les reels i/i, . . . , i/^, 
alors les valeurs propres de sont 



j^2k ^Ui _ g- 



^(2^ + 1)! 2.. 



> pour i = 1, . . . , r. 



Pour le cas de nous avons — ^^-^q ^'(2^+2)! ' egalement symetrique pour 

Bg et ses valeurs propres sont 

2^(2fcT^ = 2^;^ pourz = l,...,r. 



II est clair que ad(Z) commute avec done il commute avec (\1'^)^^ egalement. De 
la linearite de (\E'^)~^ et de I'ecriture de \E'^ comme somme de puissances de ad(Z), 
on en deduit que et {^^)~^ commutent, done sont simultanement diagonalisables. 
Par consequent, xz = ° symetrique pour Bg et ses valeurs propres sont 

les reels 

Qi^i + e-"' _ 2 2ui e^'^* - 26*^* + 1 e"' - 1 



2vi e^i - e-^i e^^i - 1 e^* + 1 



pour i = 1, . . . , r. 



Et ces nombres sont evidemment dans ] — 1, 1[, d'ou le resultat. □ 

Remarque 4-3.7. — D'apres la Proposition 4.3.6, les valeurs propres de Xz sont 
toutes bornees independamment de Z e p. Ce sera un des arguments-cles de la preuve 
du Theoreme 4.1.1. 



4.3.4. Les formes symplectiques floA et r*flGA' — D'apres la Definition 1.1.6, 
et en utilisant les notations du paragraphe 1.1.2, la forme symplectique ^g a definie 
par la formule 

i^G-A)U {[g, (X,A)], [g, {Y,B)]) = (A, [X,Y]) + (A, [A,B]), 

pour tout g E G et tons {X,A), {Y,B) G 6 © p. En efTet, dans I'algebre de Lie g, la 
decomposition de Cartan t(Bp induit les inclusions [i, 6] C [p, p] C t et [i, p] C p. Et 
comme A appartient a t*, on a necessairement (A, [X, B]) = (A, [A, ¥]) = pour tous 
iX,A),iY,B)e^®p. 

Passons maintenant a la forme symplectique r*fiG.A, qui est, elle, definie sur K-Axp. 
Le calcul de la differentielle de P ayant ete effectue dans la Proposition 4.3.2, nous 
obtenons la formule 



irnG.A)kkA,z) {{[k,x],A),{[k,Y],B)) 

= (A, [X + Ad{k-')^z{A), Y + Ad{k-^)^z{B)]) 
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pour tout {kA, Z) G M, tous (X, A), {Y, B) G l©p. Pour separer partie dans I et partie 
dans p, on pent egalement I'ecrire sous la forme 

{V*QG.A)\ikK,z){{[k,XiA),{[k,YiB)) 
= (A, [X + M{k-')^-^{A),Y + M{k-')'^-^{B)]) + (M, *+(S)]> (4.3.6) 

pour tout (/cA, Z) G M et tous (X, A), (F, 5) G t ® p. 

4.4. Ca& de I'espace symetrique hermitien G/K 

On sait qu'il existe un element Zq G tel que ad(2;o)|p definisse une structure 

complexe X-invariante sur p. Le produit scalaire Bq sur q permet d'identifier zq avec 
un element Aq G t* de la chambre holomorphe Choi- En effet, rappelons que pour toute 
racine non compacte positive /3, on a P{zq) = 1, d'apres le paragraphe 2.2. 

L'espace homogene G/K s'identifie alors a I'orbite coadjointe G ■ Aq. Le diffeomor- 
phisme F s'ecrit ici 

To: p ^ G-Ao 

Z I — > exp(Z)Ao. 

Remarque — donne ici une notation specifique pour Fq, car, dans la sec- 

tion suivante, les difFeomorphismes T et Fq interviendront tous les deux. 

La forme symplectique FoJIg Ao devient alors 

irQG.Ao)\z{A,B) = {Ao,[mA),mB)]), 

puisque, Zq etant dans le centre de t, le stabilisateur K^q est egal a K tout entier. En 
particulier, le terme (Aq, ^^^(-B)]) est forcement nul. 

Theoreme 4-4-2 (McDufF). — La variete symplectique {G-AQ,flG-Ao) est symplecto- 
morphe a I'espace vectoriel symplectique (p, Q.p), par un diffeomorphisme K-equivariant 
qui envoie G p sur Aq G G • Aq. 

Nous proposons ici une demonstration tres differente de celle donnee par McDuff dans 
[McD88]. La preuve ci-dessous n'utilise aucune propriete geometrique de la variete 
G ■ Aq, contraircmcnt a [McDSS] qui montrc ccttc propriete plus generalement pour 
les varietes kahleriennes a courbure negative possedant un pole. 

Un des premiers points a s'assurer est que des applications moments propres existent 
pour F*1]g Ao et fip. 

On sait qu'une application moment associee a FqI^g Aq est I'application 

Z ^ (X G I ^ (exp(Z)Ao,X) G R). 
II s'agit tout simplement de I'application composee $g Ao ° Tq. 
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Lemme 4-4-3- — Pour tout Z e p, on a 

En particulier, I' application moment ^rgno.Ag ■ p ^ ^* est propre. 

Demonstration. — Remarquons que, pour tout Z e p et tout X & t, on a, 

(exp(Z)A„,X> = (Ao.e-o^'A') 

Or, ad{Z) est symetrique pour la forme bilineaire symetrique Bg. On obtient done 
(exp(Z)Ao - Ao, ^o) = Yl P)T^^(^^(^)'''0' ^d(^)'-2o) 

^^B0{[zo,Zi[zo,Z]) ^^\\Z\\^. 

Par consequent, I'application ^r*acAo — : p — )■ est propre. En efFet, en tant 
qu'element du dual de t, la norme de ^r^s^c Ao (Z) —-^o est la norme d'operateur lineaire, 
done 

\\^nna.A,{Z) - AoW = sup ($rr,na.A„(^) - Ao,X) 

11"^ II — 

^ II II 

IpoII 

1 M ,19 

2||zo||" " 

quel que soit Z G p. Cette application est done bien propre. On en deduit que I'appli- 
cation ^rgOc.Ao 6st propre elle aussi. □ 

La seconde forme symplectique, f2p, est, quant a elle, une forme symplectique lineaire 
sur p. On pent done facilement verifier qu'une application moment pour Qp est 

^n,: P ^ r 

Z ^ (X^ {Ao,[[X, Z],Z])). 

Lemme 4-4-4- — On a {^^^{Z), zq) = ||Z||^, pour tout Z E p. En particulier, I'ap- 
plication moment : p — >■ ^* est propre. 

Demonstration. — Si la premiere assertion est vraie, alors, par un raisonnement simi- 
laire a celui de la preuve du Lemme 4.4.3, on en deduit que est propre. 
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II suffit done de prouver que {^n^{Z), zq) = H^P, pour tout Z e p. On utilise la 
definition de $np; qui nous donne les egalites suivantes, 

{<^n,{Z),zo) ^ B0{zo,[[zo,Z],Z]) ^ B0{-eid{zofZ,Z). 

Or, ad(^o)|p = -idp. D'ou I'egalite ($q,(Z), -^o) = \\Zf- □ 

On aura egalement besoin du lemme suivant, qui est un analogue du Lemme de 
Poincare aux families lisses de formes differentielles. 

Lemme 4-4-5- — ^oit {uJt)te[o.i] ™e famille lisse de 2-formes fermees surp. Alors, 
il existe une famille lisse {fit)telo,i] de 1-formes differentielles, telle que Ut = dfit pour 
tout t e [0, 1]. Et si, pour t G [0, 1], la 2-forrne oot est K-invariante, alors fit P^ut etre 
choisie K-invariante. 

Demonstration. — II suffit de recopier la preuvc du Lcmmc dc Poincare pour Ics 2- 
formes differentielles sur (voir par exemple [War83, 4.18]), en effectuant de tres 
legeres modifications de notations. Le parametre t ne change aucun calcul et on obtient 
bien une famille lisse a I'arrivee. 

La /T-invariance de Ht provient de la linearite de Taction de K sur p. Elle se verifie 
alors directement sur la definition du /it choisi dans la preuve du Lemme de Poincare. 

□ 

Preuve du Theoreme 4-4-^- — Notons, pour tout t e [0, 1], la 2-forme differentielle Qt 
sur p definie par 

^t\z {T*QflG-Ao)\tz pour tout p. 

En particulier, fli = FqQg.Ao- On remarque egalement que, pour t — 0, on obtient la 
forme symplectique lineaire 

no\z{A, B) = (Ao, [A, B]) = Be{zo, [A, B]) = n,\z{A, B), 

pour tous Z, A, B & p, puisque — idp. Lorsque t ^ 0, on pent voir que 

ou : p — > p est I'homothetie Z i-> tZ, pour tout t e [0, 1]. L'action de K sur p etant 
lineaire, rjt commute avec Faction. On en deduit que fit est ii'-invariante. De plus, 
comme fli est fermee, on a dflt — ^d{Vt^i) = ^Vt^f^i — 0- etant symplectique, 

il est clair que la forme bilineaire alternee {flt)\z = {f^i)\tz est non degeneree. On en 
conclut que Qt est une forme symplectique pour tout t G [0, 1]. 

La famille {flt)t£[o,i] est une famille lisse de formes symplectiques. Ainsi, la famille 
{■^ilt)tG[o,i] est elle aussi lisse, avec les 2-formes differentielles qui sont fermees 
puisque la differentielle exterieure d et I'operateur differentiel ^ commutent. II ne reste 
plus qu'a appliquer le Lemme 4.4.5 pour obtenir I'existence d'une famille lisse {fit)te[o,i] 
de 1-formes X-invariantes sur p telle que, pour tout t G [0, 1], on ait -^flt — d/if Ceci 
prouve la condition (1) du Theoreme 4.2.1. 
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Pour tout t e]0, 1], on pose 

Puisque rjt et ^r^f^c aq if-equivariantes, il en est de meme de $f. On peut alors 
facilement verifier que est une application moment pour la forme symplectique Jlj 
sur p, car Aq est laisse fixe par Faction de K. Pour t — 0, on pose $o '■— ^Qp, qui est 
une application moment pour = ^p- 

Remarquons que *3?r2nG.Ao (0) = exp(0)Ao = Aq et que r]t{0) = 0. Par consequent, on 
a $((0) = pour tout t g]0, 1]. De plus, on a cgalement $o(0) = $Qp(0) = 0. Done 
I'ensemble {$t(0); t G [0, 1]} est reduit a un point. La condition (2) du Theoreme 4.2.1 
est done verifiee, puisque ici, M — K ■ Aq — {Aq} est un singleton, c'est-a-dire que 
X • Aq X p ~ p est vectoriel. Par ailleurs, ce fait prouve trivialement la condition (3), 
car ici, on a (Top)"*lo = {0} = To{0}, cf Remarque 4.2.3. 

II ne reste plus qu'a prouver la condition (4) du Theoreme 4.2.1. Par un premier 
calcul, nous obtenons 

pour tout Z e p et tout t e]0, 1], grace au Lemme 4.4.3. D'apres le Lemme 4.4.4, nous 
avons egalement {^o{Z), zq) ^ pour tout Z e p. Par un raisonnement analogue 

a la preuve du Lemme 4.4.3, cela prouve que ||$t(Z)|| ^ 11-^11^ pour tout Z e p 
et tout t G [0,1]. La condition (4) est done prouvee et on conclut en appliquant le 
Theoreme 4.2.1 et la Remarque 4.2.3, donnant I'existence d'un symplectomorphisme 
entre (p, f^o) et (p, f^i) qui laisse fixe le point 0. □ 

4.5. Cas general 

Dans cette derniere section, nous allons prouver I'enonce du Theoreme 4.1.1. On se 
place a nouveau dans le cas ou A est un element arbitraire de la chambre holomorphe 
Choi- Interviendront maintenant les deux difTeomorphismes A'-equivariants T : K ■ A x 
p — )■ G- A et Fq : p ^ G- Aq. En effet, nous travaillerons ici exclusivement sur la variete 
K ■ Ax p. Nous considererons sur X • A x p les formes symplectiques suivantes, 

(ii) := riK.A © n^G-Ao ; 

(m) fl^ := Qk-a © (5F^l^G.Ao), Pour S>0; 

(iv) r*nG-A. 

Rappelons que la « somme directe » de deux formes symplectiques est la forme sym- 
plectique canonique definie sur le produit direct des deux varietes symplectiques sous- 
jacentes. 

Nous allons montrer dans cette section que les formes symplectiques ^x-Axp et 
F*i7G A sont symplectomorphes. Pour ce faire, nous utiliserons a plusieurs reprises Far- 
gument de Moser donne en section 4.2 pour prouver les symplectomorphismes indiques 
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dans le diagramme suivant, 

„ Theoreme 4.4.2 i paragraphe 4.5.1 paragraphe 4.5.2 T-,*y-, 
"RT-Axp > " " ^ i "G A 

Le premier symplectomorphisme decoule directement du Theoreme 4.4.2. Les deux 
autres symplectomorphismes seront montres dans la suite de cette section. De plus, on 
pent rajouter la condition que chacun des symplectomorphismes obtenus pour les trois 
fleches du diagramme ci-dessus laisse fixe les points de X • A x {0}. La composition de 
tels symplectomorphismes donne un symplectomorphisme de (K • A x p, ^k-Axp) sur 
{K ■ Ax p, r*fla.j^) qui satisfait I'enonce du Theoreme 4.1.1. 

4.5.1. Symplectomorphisme entre il^ et sur K ■ A x p. — Pour tout S > 0, 
on definit la 2-forme difi^erentielle 

Lemme 4-5.1. — Pour tout S > 0, la 2-forme Vl^ est symplectique K-invariante sur 
K • Ax p et I 'application 

est une application moment pour D,^ , oil tir-a '■ K ■ Axp K ■ A et TTp : K ■ Axp ^ p 
sont les deux projections canoniques. De plus, on a 

\\¥{kA,Z)\\^ ——-\\Zf pour tout {kA, Z) e K ■ A X p. (4.5.2) 
En particulier, I' application moment est propre. 

Demonstration. — De maniere plus generale, on pent regarder deux varietes symplec- 
tiques {Ni^uji) et {N2,UJ2), et considerer la 2-forme different ielle 

sur la variete produit A^i x A^2, ou oi, 02 sont deux reels non nuls et ni : Ni x N2 ^ Ni 
est la projection canonique, pour i = 1, 2. La 2-forme a;"^'"^ est fermee, puisqu'on a 

^^01,02 _ aid{nluJi) + a2d{n2UJ2) = ainKdui) + a27i2{du2) = 0, 

car ooi et U2 sont fermees. Et comme Ui et UJ2 sont non degenerees, il est facile de voir 
que la definition de ij"-^'"-^ fg^j^ ^^^^ sont non nuls impliquent que a;"!'"^ est 
aussi symplectique. 

Si, de plus, A^i et A^2 sont munies d'une action du groupe de Lie K, telle que uui et 
UJ2 soient X-invariantes, alors a;"!'"^ est aussi X-invariante, car les projections tTj sont 
equivariantes. Si 0i (resp. ^2) est une application moment pour cui (resp. 002), alors un 
calcul direct montre que oiTt^^i -|- a2T^2^2 est une application moment pour 
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On en deduit directement le resultat pour Vl^. II reste tout de meme a montrer que 
est propre. Soit (fcA, Z) ^ K ■ A x p. En appliquant le Lemme 4.4.3, on obtient 
I'inegalite 

{^\kA,Z),zo) = (A;A,zo) +5(exp(Z)Ao,zo) > (A,^o) + :^\\Z\\'' ^ -||Z||l 

La positivite de (A, 2:0) provient du fait que A et Aq sent deux elements de Choi- Par 
un argument analogue a la preuve du Lemme 4.4.3, ceci prouve I'equation (4.5.2) et 
I'application moment est propre. □ 

Proposition 4-5.2. — Pour tout reel 5 > 0, les deux formes symplectiques fl^ et 
ft^ — flK-A®^o^G-Ao sont symplectomorphes sur K-Axp, pour un symplectomorphisme 
K-equivariant qui envoie (/cA, 0) sur lui-meme pour tout k & K. 

Demonstration. — Fixons S strictement positif. Posons oj^ = tfl^ + (1 — t)Q^, pour 
tout t e [0, !]• II est clair que 

ojt = Qk-a e {{t + (1 - t)5)r*nG-Ao) = pour tout t e [o, i]. 

Puisque 5 est strictement positif, on a t + {1 — t)S > 0, et par consequent, out est une 
forme symplectique pour tout t e [0, 1], d'apres le Lemme 4.5.1. De plus, I'ecriture de 
ujt sous forme d'une somme directe de formes symplectiques 

cot = ^K-A e {{t + (1 - t)5)rinG-Ao) 

montre que Ut verifie la condition (3) du Corollaire 4.2.7. 
Pour tout t e [0, 1], la 2-forme differentiellc ^c^'^ est egale a 

= - = (1 - 5)7rp*(r*QG.Ao). 

EUe est fermee, X-invariante et est clairement dans le noyau de i* , oil i : K • A ^ 
X • A X p est I'inclusion canonique. II s'agit de la condition (2) du Corollaire 4.2.7. 

D'apres le Lemme 4.5.1, ujt a pour application moment I'application $*+(^~*)'^ — 
TT^.A^x.A + it+{l- t)5)7r;{r*^G-Ao) et On a 

||$*+(-*)^(fcA,Z)|| ^ ^'^}yj^^^\\Zr ^ ^^^^^^\\Z\\\ 

2||-Zo|| ^IpoII 

On pent done appliquer le Corollaire 4.2.7. D'ou le resultat annonce. □ 

4.5.2. Symplectomorphisme entre et r*r2G'.A sur ■ A x p. — Ce dernier 
paragraphe est consacre a la preuve du theoreme suivant, qui est un des arguments- cles 
de la preuve du Theoreme 4.1.1. 

Theoreme 4-5.3. — Pour tout 5 > b\ := sup||„||^;^ ||j^^||^;^(A, [u,?-^]), il existe un sym- 
plectomorphisme K-equivariant entre les deux varietes symplectiques {K-Axp, r*flG A) 
et {K • A X p, fl^) qui laisse fixe chaque {kA, 0), pour k parcourant K. 
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L'idee est d'utiliser une fois encore le Corollaire 4.2.5. Le point le plus delicat est de 
prouver que toutes les 2-formes du segment reliant les deux formes symplectiques fl^ 
et r*nG.A sont elles aussi symplectiques. L 'intervention du S est ici primordiale. 

Theorems 4-5. 4- — Si 6 > Ba '■= sup||„||^^ ||^||^;^(A, [m.^]); alors, pour tout t e [0, 1], 
la 2-forme VL^ := tVL^ + (1 ~ t)T*VLG.A est symplectique. 

Ce resultat sera prouve dans le paragraphe 4.5.3. 

Nous aurons besoin du lemme suivant, qui sera utile aux demonstrations des Theo- 
remes 4.5.3 et 4.5.4. 

Commengons par donner quelques notations. Pour toute racine o; € 91, le sous-espace 
de racine Qa C 0c est defini ici par 

{X e gc; [H,X] - ia{H)X,WH e t}. 

Pour tout element A e t*, on notera I'unique element de t qui verifie 

Be{H^,X)^XiX) VXeg. 

Pour toute racine non compacte positive /3, on pent fixer deux vecteurs non nuls Ejs e 
0/3 et €0-/3 tels que E^^ — Ep. Ainsi, Ep-\-E_p et i{Ep — E_p) sont deux vecteurs 
de p. De plus, la famille {Ep + E^^, i{Ep — E^js)) ^^^+ definit une base reelle de p, et 
il est bien connu que cette base de p est orthogonale pour Bg, cf [Kna02, BFR86]. 

Lemme 4-5.5. — Soient A, A' e Choi- Alors, pour tout Z E p, on a 

B0{Ha, ad{ZfHA,) ^ ( min a{HA)a{HA')] \\Zf. (4.5.3) 

En particulier, si on pose tha = min^gg^+ a (//a); alors 

Beizo, s.d{ZfHA) > mA\\Z\\\ (4.5.4) 

et 

Be{HA, sA{ZfHA) > ml\\Z\\\ (4.5.5) 

pour tout Z & p. 

Demonstration. — Soit Z e p. II s'ecrit 

avec G M pour tout /3 G 9^^. 

Soit H E t. Puisque E±j3 appartient a 0±^, on a [H, E^p] = ±i(3{H)E±i3. On en 
deduit les deux egalites 

[H, Ep + E_0\ = PiH) {t{E0 - E_/3)) , 

et 

[H,i{Ef, - E_f,)] = -P{H){E^ + E_p). 
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Par consequent 
pour tout H e i. 

Prenons maintenant A, A' G Choi et notons H\, H\i G t les elements duaux respectifs 
obtenus grace au produit scalaire Bq. Ces deux elements de t verifient (3{H\) > et 
P{Ha,) > pour tout /3 G 9^+. 

Be{HA, sA{ZfHA,) = Be{[HA, Z], [Ha,, Z\) 

= ^{EA)mA!) {{x^fBe{E^ + E_^,E^ + E_0) 

+(x+rBe{i(E^ - E_p),i{Ep - E_^))) . 
Puisque /3{Ha)/3{Ha') est positif pour tout /3 G 9^^, on obtient la minoration 

B0{HA,eid{ZfHA')> ( mm I3{Ha)I3{Ha')] V {{xofBg{E0 + E_0,Ef, + E^0) 

+{xp'Be{i{E0 - E_p),i{Ep - E_p))) 
^ f min (3{Ha)P{Ha')) Be{Z,Z), 

puisque Bg{Ef} + E^^, Ep + E^p) = B0{i{Ep - E^p),i{Ep - E^p)) pour tout ^ G 9^+ 
Ceci prouve I'inegalite (4.5.3). 

Pour prouver I'inegalite (4.5.4), il suffit de prendre A' = Aq, pour avoir Ha' = 
Hao = ^0- Oi') Pi^o) = 1 pour toute racine /3 G fH+, done min^g<^+ /3{Ha)/3{zq) = tua- 
En remplagant ce minimum dans (4.5.3), on obtient bien I'inegalite (4.5.4). 

Quant a I'inegalite (4.5.5), il suffit de remarquer que min^gg^+ {(3{Ha)'^) — uia, 
puisque tons les /3{Ha) sont positifs et la fonction carree est croissante sur I'intervalle 
[0,+oo[. □ 

Preuve du Theoreme 4-5.3. — Pour pouvoir appliquer le CoroUaire 4.2.7, nous devons 
verifier ses conditions (1) a (4). Tout d'abord, d'apres le Theoreme 4.5.4, I'hypothese 
5 > Ba implique que la famille (f^^)(g[o,i] est formee de formes symplectiques sur K-Axp. 
Done 1' assert ion (1) est verifiee. 

Ensuite, on pent facilement voir, en regardant les formules (4.3.6) et (4.5.1), que la 
2-forme differentielle r*r2G.A — est dans le noyau de i*, ou i : • A ^ • A x p est 
I'inclusion canonique. D'ou I'hypothese (2) est verifiee. 

Considerons maintenant k e K et regardons I'expression de Qi\ (kA,o)- Etant donne 
que *o(^) = *o (^) = ^ pour tout A G p, on a 

n%Afl){{[k,X],A), i[k,Y],B)) = (A, [X,Y]) + (MAo + (1 - t)A, [A,B]), 

pour tons X,Y & t et tons A,B & p. On en deduit facilement I'assertion (3) pour flf. 
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Le dernier point a montrer est que les applications moments (pt : K ■ A x p t*, 
pour tout t e [0, 1], sont uniformement propres. 

Une application moment pour la variete hamiltonienne {K • A x p, r*nG.A) est I'ap- 
plication definie pour tout (/cA, Z) e K ■ A x p par 

^r^naJkA, Z) := {e'kA)\, = M o 

D'apres le Lemme 4.5.1, I'application moment est propre et sa formule generale est 
donnee pour tout (/cA, Z) ^ K ■ Ax p par 



^\kA, Z) := M + 5Ao o J] 



aA{Zf_ 
{2n)\ 



On obtient alors une application moment pour Jl^ en prenant I'application = 
t^T*na.A + (1 - *)^^- 

Montrons que la famille d' applications moments {(t>t)t&[o,i\ Gst uniformement propre. 
Pour ce faire, posons 

A^ = tA + (1 - t)5Ao 

pour tout t G [0, 1]. L'element associe dans t est le vecteur Hf^^ = tH/^ + (1 — t)6zQ. La 
forme lineaire A^ est elle aussi dans Choi puisque cette chambre est un cone convexe. 

Nous appliquons le vecteur Ad{k)H\^ a la forme lineaire (j)^{kA,Z) G t* et nous 
obtenons 

{4{kA, Z),Ad{k)HA,) = {t^r*naAkK Z) + {1 - t)^\kA, Z),Ad{k)H^,) , 

= tBe{Ad(k)HA, ^ Ad{k)H^,) 

+ (1 - t)SBe{zo, J2 ^IfT Ad(^)^AO 
+ {l-t){kA,Ad{k)HA,) , 
= E,(Ad(A:)i/A„ J]^^i^Ad(A;)i/A,) + (1 - t)(A, i^A,) . 

Puisque A et A^ sont deux elements de Choi, Is crochet de dualite (A, i?At) est positif, car 
(A, i^At) = '^^aein+ (^{H ^a{H i^^) ^ 0. Done, grace au fait que ad(Z) est symetrique 
pour Bq, on obtient les inegalites suivantes, 

((/)*(M,Z),Ad(^)//A.) ^ J]^5^(ad(Z)"Ad(^)//A„ad(Z)"Ad(^)//A,) 



> J2 j^Be{ad{Ad{k-')ZrHA„ad{Ad{k-^)ZrHj,,) 



^ ^Be{ad{Ad{k-')Z)HA^,Sid{Ad{k-')Z)HA^). 
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On applique Tinegalite (4.5.5) du Lemme 4.5.5, ce qui nous donne 

(0,^(A;A,Z), Ad(fc)i7A.) > ^11 Ad(fc-^)Z|r = ^||Zf , 

puisque la norme || ■ || est i^T-invariante. Tout ceci nous permet maintenant de majorer 
la norme de (j)f{kA, Z), 



La constante inf^gjo^i] ^y^^* y est strictement positive. En effet, par continuite sur Ic com- 
pact [0, 1], il est clair que ||i?At|| est majore et ne s'annule jamais. De plus, pour toute 
racine non compacte positive /3, la valeur de l3{H/<^^)^ est minoree par une constante 
strictement positive. Sinon, cela impliquerait qu'elle s'annulerait pour un certain t, tou- 
jour par propriete de continuite sur le compact [0, 1], ce qui est impossible car G Choi 
pour tout t e [0,1]. Par consequent, ^ min {inftg[o,i] /5(i?At)^; /5 e 91+} est aussi 
minore par un reel strictement positif. 

Ceci prouve la condition (4) du CoroUaire 4.2.7. On pent alors appliqucr le CoroUaire 
4.2.7, prouvant I'existence d'un symplectomorphisme i^'-equivariant entre les deux va- 
rietes symplectiques {K ■ A x p, r*flQ.\) et {K • A x p, fl^) qui fixe point par point la 
sous-variete ■ A x {0}. □ 

4.5.3. Preuve du Theoreme 4.5.4. — On definit les 2-formes difFerentielles sur 

K ■ A X p suivantes, 

^o'l(feA,z)(([^, X],A), {[k, Y],B)) = (A, [X, Y]) + SBe{zo, [A, B]), 
pour tout 5 > 0, et 

^i|(.A,z)(([A;, X],A), {[k, Y],B)) = (A, [X + Ad{k-')xz{A), Y + Ad{k-')xz{B)]) 

+ (A, [Ad(A;-i)A,Ad(A;-i)5]), 
pour tout {kA, Z) e K ■ Axp et tons vecteurs X <^ A,Y ® B e t/t^ © p. 

Lemme 4-5.6. — Soit 5 > 0. Supposons qu'il existe {kA, Z) e p, X ® A e © p 
non nul et c> Q tels que 

u;i|(fcA,z)(([A;,X],A),([^,y],S)) =-ca;o'|(fcA,z)(([^,X],A),([A;,y],S)), (4.5.6) 

pour tout Y ®B e t/^A © P- Alors 5 ^ &a- 

Demonstration. — Puisque Uq et ui sont iT-equivariantes, quitte a prendre de nou- 
velles notations sur Z, X et A, on pent supposer que /c = 1. Si I'liypothese de I'enonce 
est verifiee pour (A, Z), X © ^4 et c > 0, alors on a 

(A, [X + xz{A), Y + xziB)]) + (A, [A B]) = -c((A, [X Y]) + 6Bg{zo, [A, B])) 

pour tout Y (B B G i/^A® p. En prenant en particulier B = 0, cela nous donne 

(A, [X + xz{A), Y]) = -c(A, [X, Y]), VF G t/t^. 
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On en deduit que X + xz{^) = —cX, et done Xz{^) = l)X, modulo ^a. On voit 

que I'on a necessairement A ^ 0, car sinon X serait egalement nul, mais on a suppose 
que le vecteur X (B A de t/tA (B p etait non nul. 

On remarque egalement qu'il ne nous reste plus que I'egalite 

(A, [X + xz{A), xziB)]) + (A, [A, B]) = -cSBeizo, [A, B]), 
pour tout i? e p, ce qui est equivalent a 

SBeizo, [A,B]) + ^(A, [A,B]) = (A, [X,xz{B)]), (4.5.7) 

pour tout -B e p, puisque X + Xz{A) — —cX modulo ^a. 

En remplagant B par le vecteur — [2^0, A] e p dans (4.5.7), on obtient 

< 6Be{z,, [A, -[zo,A]]) + -{A, [A, -[zo,A]]) = ^(A, [xz(A), Xz(-[^o, ^])]) 

c c + 1 

Or, \\A\\^ = B0{A,A) = Be{zo, [A, -[-^o,^]]))- De plus, i(A, [A, -[zo,A]]) ^ puisque 

-(A, [A,-[zo,A]]) = -Be{HA, [A,-[zo,A]]) = -Be{zo,8.d{AyHA) ^ 0, 
c c c 

la minoration par etant donnee par I'inegalite (4.5.4) du Lemme 4.5.5 applique a 

^4 G p. En decoulent les inegalites suivantes, 

8\\A\f ^ 8Be{z^, [A, -WA\\) + ^(A, [A. -WAW) 

^^A^Axz{A\Xz{WA\)\) 
c + 1 

^^feA||Xz(>l)||.||xz([^o,A])||. 

Rappelons que c est positif, done < ^ 1. De plus, d'apres la Proposition 4.3.6, 
I'endomorphisme xz^ symetrique pour a toutes ses valeurs propres dans ] — 1, 1[. 
Done 

||Xz(W^)IK IIW^II pour tout e 0. 
On obtient par consequent ||xz([-Zo, ^])|| ^ l|[-^o,^]|| = ||^||- On en deduit que ^ 
6a||^IP- Or, on a vu que A est non nul. On en conclut I'inegalite 5 ^ 6a- □ 

Preuve du Theoreme 4-5. 4- — Le seul point non trivial est de montrer que Jl^ est non 
degeneree en tout point de X • A x p. Par X-invariance de Q,t, il suffit de le montrer 
aux points de {A} x p. 

Fixons S > h\. Par contraposee de I'enonce du Lemme 4.5.6, pour tout Z G p, tout 
X © ^4 G £/£a © P et toute constante c > 0, on ne pent pas avoir I'egalite de formes 
lineaires suivante : 

<([l,X],A))c^i|(A,z) = -c [i[{[1,XIA))ujI\(a,z)) . 

Cela signifie que pour ZGpetX©AG6/6A©P fixes, avec X (B A non nul, il existe 
forcement un vecteur F © i? G I/Ia © P tel que 

(A, [X,Y])+5BeMA.B])>Q 
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et 

(A, [X + xz{A), Y + xz{B)\) + (A, [A B\) > 0. 

En effet, si deux formes lineaires non nuUes /i et /2 sur un M-espace vectoriel F de 
dimension finie sont telles que 

Vx G F, > =^ f2{x) ^ 0, 

alors ces formes lineaires ont meme noyau, et par consequent il existe une constante 
c G M* tel que /2 = c/i. Mais necessairement c < car sinon /i(a;) > implique 
/2(a;) = c/i(a;)>0. 

Or, de la definition de xz et du fait que 1' application lineaire : p — > p est un 
isomorphisme pour tout ^ G p, cela implique les deux inegalites 

^%,z) (([1,X], i^r^A)) , ([1,F], {^t)-\B))) > 

et 

r^G.K)VK,z) {{[i.xi^%)-\A)) , {[ijim-\B))) > 0. 

n est alors clair que Qf|(A,z) (([1,X], {^t)~\A)) , {^+)-\B))) > 0, d'ou la 

non-degenerescence de fif|(A,z) pour tout i G [0, 1]. □ 



CHAPITRE 5 



INCURSION EN THEORIE GEOMETRIQUE DES 
INVARIANTS. ETUDE DES EQUATIONS DU 
POLYEDRE MOMENT DE LA VARIETE 
HAMILTONIENNE K-AxE 

Apres la digression realisee dans le chapitre precedent pour prouver I'existence d'un 
symplectomorphisme X-equivariant entre une orbite coadjointe holomorphe et la va- 
riete symplectique {K • A x p,^K Axp), nous rentrons maintenant de plain- pied dans 
I'etude des equations de la projection d'orbite Ak{Oa). Ce chapitre presente la pre- 
miere etape de cette etude, proposant un calcul des equations pour une famille plus 
large de varietes. II s'agit des varietes de la forme A' ■ A x ou est un espace 
vectoriel hermitien sur lequel K agit en preservant la forme hermitienne. Cette etude 
necessitera I'utilisation d'un resultat qui sera demontre dans le chapitre suivant. 

5.1. Une structure hamiltonienne sur K ■ A x E 

Soit {E, h) un espace vectoriel hermitien et U (E) le groupe unitaire associe, d'algebre 
de Lie u{E). On note Qe la partie imaginaire de —h. C'est une forme symplectique sur 
E, stable par Paction de U{E). L'espace vectoriel (reel) symplectique (E, Qe) est U{E)- 
hamiltonien, d'application moment ^u{e) '■ E u{E)* definie par {^u(^e){v), X) ~ 

^nE{v,Xv). 

Soit ( : K ^ U{E) un morphisme de groupes de Lie et $e : £■ — > £* I'application 
moment obtenue par composition de ^u{e) et de la transposee *(dC) : u(-E')* — > t*. 

Proposition 5.1.1 ([Par 09], Lemme 5.2). — Les conditions suivantes sont equi- 
valentes : 

(1) L 'application ^E est propre, 

(2) *^^(0) = {0}. 

Dans [Pair09], K est un sous-groupe de U{E), mais cela pent etre aisement etendu 
au cas ou on a juste un morphisme de groupes de Lie K — > U{E). 

Exemple 5.1. — Lorsque E = provient d'un espace symetrique hermitien G jK^ on 
peut lui associer la forme symplectique lineaire i^-invariante 



%{X, Y) = BeiX, eid{zo)Y) pour tons X,Y ep, 
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avec laquelle on peut definir un produit scalaire hermitien i^-invariant hp sur p cor- 
respondant. On aura alors $p(f) = —[v, [zo,v]], pour f G p, si on identifie i* k t par la 
relation {i,X) = -Bg{i,X), pour tout X e t. Ceci donne {^p{v),zo) = \\[zo,v]\\'^ > 0, 
si V ^ 0, pour la norme associee a la forme bilineaire symetrique definie positive Bg. 

Soit A G t^. Nous pouvons maintenant considerer la variete K ■ A x E, munie de 
Faction diagonale de K, pour Faction standard de K sur Forbite coadjointe • A, et 
Faction sur E induite par le morphisme de groupes ( : K ^ U{E). 

On definit sur K-AxE une structure symplectique comme produit des deux varietes 
symplectiques {K ■ A, Qka) et {E, Qe)- La forme symplectique obtenue sur K ■ Ax E 
est definie par 



ou ttk-a '.K-AxE^K-AetTTE'-K-AxE^E designent les deux projections 
canoniques. L'application moment canonique qui lui est associee est Fapplication 



associe a la variete hamiltonienne {K ■ A x E, ^k-Axe, ^k-Axe)- 

II faut noter que la variete K ■ Ax E n'est pas compacte. Le Theoreme de convexite 
(Theoreme 1.1.3) sera tout de meme applicable sur cette variete hamiltonienne. En 
effet, d'apres [Par09, Theoreme 1.5], si {E,flE) est un espace vectoriel symplectique 
muni d'une action fT-hamiltonienne d'application moment ^e '■ E ^ propre, alors 
Fapplication moment ^k axE '■ K ■ A x E ^ sera egalement propre. L'ensemble 
Ak{K ■ Ax E) sera alors un ensemble convexe rationnel localement polyedral, d'apres 
[LMTW98]. 

On demandera done, dans la suite, que Fapplication moment ^e soit propre. 

Notons A*^_ :— A* flt^ (resp Aq _^ := (A* (8)zQ) Ht!^) l'ensemble des poids dominants 
(resp. poids rationnels dominants) de K. Pour tout u G A^ poids dominant de K, Vy 
designera la representation irreductible de K de plus haut poids v. Enfin, notons C[£'] 
I'algebre des polynomes sur E. 

Theoreme 5.1.2. — Soient A G Aq_^ et /i e Aq__^. Alors /i G Ak{K ■ A x E) si et 
seulement s'il existe un entier 1 tel que (nA, n/x) G (A*)^ et 



Remarque 5.1.3. — Nous allons voir que ce resultat est un corollairc dc |Sja98, 
Theoreme 4.9]. II peut egalement se montrer en utilisant la quantification geometrique 
formelle, de fagon similaire a [Par08, Lemme 2.5]. 



^K-AxE — T^K-A^KA + TT^Oe, 




La preuve qui suit a ete communiquee a I'auteur par R. Sjamaar. 



5.1. UNE STRUCTURE HAMILTONIENNE SUR K-AxE 
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Preuve du Theoreme 5.1.2. — II est connu que I'orbite coadjointe iT-A est un quotient 
symplectique du fibre cotangent T*K par rapport a Faction de multiplication a droite 
de K. Le lecteur pourra trouver les details de la construction du quotient symplectique 
de T*K dans [GS90, Section 29] et dans [Sja98, Section 7.3]. Par consequent, K-AxE 
est un quotient symplectique deT*K x E. 

Precisons ce quotient symplectique. Tout d'abord, rappelons que le fibre cotangent 
T*K s'identifie a Kxt* par translations a gauche. Le groupe KxK agit sur Kxt* xE 
par 

{k, k') ■ {I, n, v) := {klk'-\ k'n, k'v), V{k, k') e K x K, V(Z, ii,v) e K xt* x E. 

Cette action est hamiltonienne pour Faction de K x K, et une application moment 
associee est 

^Kxk{1: At, V) = {IfjL, -PL + ^e{v)) G T X t* , 

pour tout {I, fi,v) G K X t* X E. Le sous-groupe distingue K x {1} de K x K agit par 
restriction sur la variete K x i* x E (par multiplication a gauche) ; cette action est 
hamiltonienne pour Fapplication moment 

^Kx{i} {I, At, v)^lnei*, V(i , fi,v) e K xr X E. 

On remarque que, pour tout a* G t*, la variete K ■ /i x E s'identifie de maniere K- 
equivariante au quotient symplectique 

^Xx{l}(^-/^)/(^x{l}), 

ou K agit sur ce quotient par Fintermediaire du sous-groupe {1} x K de K x K. De 
plus, on voit clairement que, pour tout {k, v) & K x E, on a 

^K-AxEikA, v) = kA + ^Eiv) = -k{-A) + ^Eiv) = ${i}xi^(/, k{-A),v), 

pour tout / parcourant K. En particulier, remplagant / par Wok~^, on obtient aussi 

^KxK{wQk-\k{-A),v) = {-WoA,^K-AxE{kA,v)). 

On en deduit que le polyedre moment A.k{K ■ A x E) s'obtient en intersectant le 
polyedre moment Akxk{T*K x E) par Fespace affine {—wqA} x t*, c'est-a-dire 

A^(X • A X £;) = pr^ {/:^kxk{T*K xE)n{W- {-w^A} x i*)) , (5.L1) 

ou pr2 : t* X t* — > t* est la projection sur la deuxieme variable. 

D'un autre cote, le fibre cotangent T*K est isomorphe en tant que K x X-variete 
hamiltonienne a Xc, groupe complexifie du groupe de Lie compact connexe K. Or 
Kc est un groupe algebrique affine, done f^c ^ E est egalement affine. En appliquant 
[Sja98, Theoreme 4.9], on obtient que ^KxKiT*K x E) est le cone engendre par le 
monoide 

{(/.,z.)g(a;)2; ^(jrf cqi^cxE]}. 

Or, C[Kc X E] = C[Kc\ ® C[E], et, d'apres le theoreme de Frobenius, C[Kc] = 
05eA* ^5 ® V;. D'ou un couple {n,u) e (a;)^ verifie V^^^'^f C C[Kc x E] si et 
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seulement si apparait dans la decomposition en representations irreductibles de 

v:®c[E]. 

On conlut alors grace a (5.1.1) que /j, e appartient a Ak{K • A x si et 

seulement s'il existe un entier n ^ 1 tel que (n/x,nA) appartienne a (A*)^ et 

(v;;®K!^o(.A)®c[E])^^o, 

c'est-a-dire {V*^ ® ® C[E])^ 0. □ 

Nous definissons maintenant I'objet que nous aliens ctudicr dans ce chapitre. II s'agit 
de la version algebrique du polyedre moment de • A x 

Definition 5.1.4- — Pour tout A e Aq _,_, nous definissons I'ensemble 



Af^{K • A X = e A? 



3n e N* tel que (n/i, nA) G (A 

et (v;;®Ka®c[e])''7^o 



*\2 



Le coroUaire suivant permet de lier la version hamiltonienne et la version algebrique 
du polyedre moment de la variete K ■ Ax E. 

CoroUaire 5.1.5. — Supposons que '■ E ^ t* est propre. Pour tout A G Aq_,_, 
nous avons Ak{K • A x £") n Aq = A^^^{K -AxE) et Ak{K -AxE) est Vadherence 
de Af^{K ■ Ax E) dans i* . 

Demonstration. — Ce resultat decoule directement du Theoreme 5.1.2 et de la defini- 
tion de AfT(i^. A X E). 

Pour la derniere assertion, puisque I'application moment est propre, 

comme il a ete dit dans un paragraphe precedant I'enonce du Theoreme 5.1.2, I'appli- 
cation moment ^k-KxE : K ■ A x E ^ t* est egalement propre et I'ensemble convexe 
localement polyedral Ak{K -AxE) est rationnel. Par consequent, il est done egal a 
I'adherence de I'ensemble de ses points rationnels. D'ou le resultat. □ 

L'ensemble A'^^^{K -AxE) manque de symetrie entre les variables // et A. Nous 
definissons done I'ensemble 

3n ^ 1 tel que (n/i, nz/) G (A*)^ 



UQ{E)^Upi,u)e{A*^.y 



et {V*(^V:^(^C[E]f^O 



(5.1.2) 



Lemme 5.1.6. — Pour tout A G Aq _|_, on a 

Af^{K • A X £;) = {e G A^; (e, -woA) G Uq{E)} , 

ou Wq est le plus long element du groupe de Weyl W — Nk{T)/T. Si, de plus, on 
suppose que '■ E ^ t* est propre, alors 

Ak{K ■AxE)^[iei*- (^, -w^A) G , 
oil Ilq{E) designe Vadherence de Ilq{E) dans i* . 
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Demonstration. — Ce resultat vient tout simplement du fait que VkA = et des 

definitions de A'^^^K -A x E) et Ilq{E). La deuxieme assertion decoule du Corollaire 
5.1.5. □ 

Remarque 5.1.7. — L'ensemble IIq{E) a des proprietes geometriques tres interes- 
santes que nous allons etudier dans la section suivante. II est en particulier un cone 
convexe polyedral. En appliquant le Lemme 5.1.6, on voit qu'il suffit de trouver les 
equations du polyedre IIq{E) pour obtenir celles de A^^^(i^ • A x E). 

Avant de passer a la section suivante, nous allons demontrer le Theoreme 3.2.1 (dont 
I'enonce est donne page 37). C'est un corollaire direct du Theoreme 5.1.2 et du resultat 
principal du Chapitre 4. 

Preuve du Theoreme 3.2.1. — Le Theoreme 4.1.1 nous donne I'egalite Ak{OjC) — 
Aj^(K-Axp) des que A G Choi- Enfin, d'apres le Theoreme 5.1.2 applique a = p ~ p~ 
et a I'application moment propre $p, les points rationnels dc Ak{K ■ A x p) sont exac- 
temcnt les fi G + qui verifient {Nfi,NA) G (A*)^ et (V;^^ ® VWa ® C[p-])^ 7^ 
pour un certain entier strictement positif A^. □ 



5.2. Quelques elements de GIT 

Le GIT, ou Theorie Geometrique des Invariants, a pour but d'etudier les quotients 
X//G, ou X est une varictc projective irreductiblc munie d'une action d'un groupe 
algebrique G, le plus souvent reductif. Le quotient standard X/G n'etant pas en general 
une variete algebrique (les orbites ne sont pas toutes fermees), on est amene a definir 
un « bon » quotient, le quotient GIT, que Ton note X//G. Nous n'entrerons pas ici 
dans les details de la Theorie Geometrique des Invariants. Nous n'aborderons que les 
elements utiles a la comprehension de la suite de ce chapitre. Pour plus d' informations 
sur le GIT, le lecteur pourra se referer a [DoI03, ReslO, HMOl]. Nous suivrons les 
notations et conventions de [ReslO]. 

5.2.1. Notations. — Dans la suite dc ccttc section, K dcsignera un groupe dc Lie 
reel compact connexe et Kc son complexifie. Le groupe Kc est un groupe algebrique 
complexe reductif connexe et K est un sous- groupe compact maximal de Kc. 

Soit X une variete algebrique projective sur C, munie d'une action algebrique de 
Kc- Nous noterons Pic{X) l'ensemble des classes d'isomorphismes des fibres en droites 
sur la variete X. Get ensemble pent etrc muni d'une structure canonique de groupe 
abelien, induite par le produit tensoriel des fibres en droites sur X. 

Definition 5.2.1. — Une Xc-linearisation d'un fibre en droites JC sur X est un re- 

levement de Faction dc K£ sur X en une action sur C qui est lineaire sur les fibres. 
Un fibre en droites A'c-linearise est la donnee d'un fibre en droites C sur X et d'une 
iiTc-linearisation de C. On notera Pic^^ (X) le groupe des classes d'isomorphismes des 
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fibres en droites iTc-linearises de X. La structure de groupe de Pic^c(X) est a nouveau 
induite par le produit tensoriel. 

Nous noterons PicQ(X) := Pic(X) ®z Q (resp. PicQ*^(X) := Pic-^*^(X) ®z Q) le Q- 
espace vectoriel engendre par les elements de Pic(X) (resp. Pic'^^(X)) et, pour tout 
C G Pic^'^(X), H'^(X, £) le Kc-VL\odn\e des sections regulicres de C. 

Soit T un tore maximal de et t son algebre de Lie. Nous fixons Tc le tore maximal 
de Kc tel que T — K (iTc et B un sous- groupe de Borel de Kc contenant Tc- On 
notera W = W{Kc;Tc) = Nkc{Tc)/Tc le groupe de Weyl de Kc relatif a son tore 
maximal Tc. 

Dans la suite, nous identifierons le groupe des caracteres de Tc avec le reseau des 
poids A* C t*. Pour un poids dominant G A*, nous noterons la representation 
irreductible de Kq (ou, de maniere equivalente, de K), de plus haut poids /i. 

Notation 1. — Pour M une representation complexe de Kc (ou, de maniere equiva- 
lente, de K), on definit la variete projective lisse 

Xm := Kc/B X Kc/B x P(M), 

munie de Taction diagonale de Kc. 

Notation 2. — Pour tout Tc-module M, on notera >Vtc(-^) C A* I'ensemble des 
poids de Tc sur M. 

Notation 3. — Si F est un sous-ensemble d'un Z-module (resp. Q-espace vectoriel, 
resp. M-espace vectoriel) M, on notera Ci{F) (resp. Cq(T), resp. C]r(T)) le monoi'de 
(resp. le Q-c6ne convexe, resp. le M-c6ne convexe) engendre par F dans M. 

5.2.2. Fibres en droites amples et semi-amples. — Parmi tous les fibres en 
droites sur la variete projective X, certains sont de premiere importance. Toute appli- 
cation algebrique de la variete projective X dans un espace projectif P" est definie par 
le choix d'un fibre en droites C et d'un ensemble Sq, . . . ,Sn de sections globales de C 
L' application est definie par 

xeX^ [so(x) : . . . : s„(x)] G P". (5.2.1) 

Celle-ci sera bien definie si, pour tout x G X, une des sections Sj ne s'annule pas en x. 
Nous dirons que C est engendre par ses sections globales s'il existe un nombre fini de 
sections globales de C telles que, pour tout x G X, au moins une de ces sections ne s'an- 
nule pas en x. Un fibre engendre par ses sections globales donnera bien le morphisme 
algebrique (5.2.1) pour les sections globales So,...,Sn correspondantes. Inversement, 
un morphisme / : X — > P" definira un fibre en droite Cj = /*(C(1)), tire-en-arriere 
du fibre canonique sur P", qui sera engendre par ses sections globales sur X. 

Un fibre en droites C engendre par ses sections globales, sera tres ample si I'ap- 
plication algebrique (5.2.1) associee est une immersion fermee et C est isomorphe au 
tire-en-arriere de 0{1) sur X. 
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Definition 5.2.2. — Un fibre en droites C est ample (resp. semi-ample) s'il existe un 
entier strictement positif n tel que est tres ample (resp. engendre par ses sections 
globales) . 

Nous noterons Pic^*^(X)^ (resp. Pic'^*^(X)++) I'ensemble des fibres en droites Kc- 
linearises et semi-amples (resp. amples) sur X. Nous noterons aussi Pic^'^(X)Q : = 
CQ(Pic^*^(X)+) et Pic^*^(X)^+ := CQ(Pic-^c(X)++) les cones convcxcs cngendres res- 
pectivement par les elements semi-amples et amples de Pic^^(X)Q. On pent remarquer 
que nous avons les inclusions Pic^^(X)++ C Pic^^(X)+ et Pic^''{X)++ C Pic-^c(X)+. 

5.2.3. Semi-stabilite. — Pour un fibre en droites fTc-lin^arise C sur la variete pro- 
jective X, un des objets fondamentaux du GIT associes a C est I'ensemble de ses points 
semi-stables sur X, 

X''{C) = {xeX; 3k ^ 1,3s e H°(X, tel que s{x) ^ O} . 

Ceci n'est pas la definition standard de X^^{C), mais ga I'est si C est ample. Dans 
ce cas, I'ouvert sur lequel a ne s'annule pas est affine. Cette propriete est utile pour 
definir un bon quotient de X^^{C). 

Quand C est ample, nous avons un quotient categorique tt : X^^{jC) — > X^{C)//Kc, 
tel que X^^{jC)//Kc soit une variete projective et vr soit affine. 

On remarque aisement que pour tout fibre en droites /^c-linearise C et pour tout 
entier strictement positif n, on a X^^{£) = X^^IC^^). Nous pouvons done definir X^^{£) 
pour tout element £ e Pic-^c(X)i. 

5.2.4. Cones ample et semi-ample. — Nous allons maintenant introduire la no- 
tion de cone ample Cq(X)++ et de cone semi-ample Cq(X)+ associes a une variete 
projective. 

Soit X une variete projective irreductible, munie d'une action algebriquc du groupe 
Kc- Nous avons defini, pour un fibre en droites £ sur X, I'ensemble de ses points 
semi-stables et avons indique que, dans le cas des fibres amples, on pouvait definir un 
quotient categorique de X^^{jC). La question qui vient maintenant est de savoir pour 
quels jC e Pic-^^(X) I'ensemble X^^C) est non vide. Nous definissons done le cone 
semi- ample 

C^iXy = {Ce Pic^HX)+; X-(£) ^ 0}. 

et le cone ample 

CQ(x)++ = CQ(x)JnPic^-(x)J+. 

Les theoremes suivant vont justifier la termino logic de ces ensembles. 

Theoreme 5.2.3 ([DH98, ResOO]). — L'ensemble Cq(X)++ est un cone convexe 
polyedral dans PicQ'^(X), ferme dans PicQ'^(X)++. 

Nous nous interesserons plus tard a un type tres particulier de varietes projectives, 
les varietes de type Xm, definies en Notation 1, pour M une representation complexe 
du groupe Kc- Ces varietes verifient les hypotheses du theoreme suivant. Soit Kc 
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un groupe reductif connexe tel que Kc C Kc et soit Q (resp. Q) un sous-groupe 
parabolique de (resp. Kc). 

Theoreme 5.2-4 ([ReslO], Proposition 10). — Si X = K^/Q x K^/Q, alors le 
cone semi-ample Cq(X)^ est un cone convexe polyedral ferme dans Picq^{X). De 
plus, si Cq{X)~^~^ n'est pas vide, son adherence dans PicQ^(X) est Cq(X)+. 

5.2.5. Groupe de Picard i^^c-linearise de la variete Xm- — Dans cc paragraphe, 
nous allons decrire le groupe de Picard Pic^'^(XM) de la variete Xm — Kc/Bx Kc/Bx 
P(M), ou M est une representation complexe de Kc- 

Commengons tout d'abord par la variete K^/B. A tout element fi E A* est associe 
de maniere univoque un caractere de Tc. Cette association provient de 1' identification, 
que nous avons fixee au debut de cette section, entre le reseau des poids A* et le groupe 
des caracteres de Tc- Un tel caractere se prolonge de maniere unique en un caractere 
dc B. Nous noterons alors la representation de B sur C associee a ce caractere de 
B. Ceci permet de definir I'application G A* i— )■ Kq x ^ G Pic{K£/B). 

Nous pouvons remarquer que, pour tout fi G A*, le fibre en droites Kc Xb est 
muni d'une action canonique de Kc, definie par 

g ■ [k, z] = [gk, z] pour tout g G Kc et tout [k, z] G Kc x b C_p. 

Cette action releve Paction de Kc depuis la base Kc/B sur le fibre tout entier et 
faction est evidemment lineaire sur les fibres. 11 s'agit done d'une Kc-linearisation 
du fibre en droites Kc x b C_^, que nous noterons Nous obtenons I'application 
//G A*^/:^GPic^c(ii'c/5), qui, composee avec le foncteur oubli, redonne I'applica- 
tion A* — > Y'\c{Kc/B) definie ci-dessus. II est bien connu que cette application est un 
isomorphisme entre A* et Pic^^(Xc/-B), cf [KKV89, Section 3.1]. De plus, le Theo- 
reme de Borel-Weil implique que les fibres i^c-linearises sur Kc/B engendres par leurs 
sections globales sont les fibres provenant d'un poids /i dominant. Par consequent, 
il est clair que Ton a 

Vic^-{Kc/B)l^A*q^^. 

11 est aussi bien connu que les fibres tres amples sur la variete des drapeaux Kc/B 
correspondent aux elements dominants regufiers de A*. L 'ensemble des elements domi- 
nants regufiers sera note A*_^. Ainsi, 

Pic^-(Xc/5)5+ ^ A^,^^. 

Interessons-nous maintenant au dernier facteur apparaissant dans Xm, c'est-a-dire 
I'espace projectif P(M), avec action induite de Kc- 

Pour tout A; G Z, nous definissons comme etant I'espace vectoriel complexe C 
muni de Faction de C* = Gm definie par 

Vw G C, yzeC*, z-w ■-= z^w- 

Pour tout A; G Z, nous posons le fibre en droites Ck '-= M \ {0} x^* C^. sur P(M). 11 est 
bien connu que I'application k E Z ^ Pic(P(M)) est un isomorphisme de groupes 
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abeliens. Remarquons que £i correspond au fibre 0{1) de P(M) et, par consequent, 
puisque Ton a £fc = Cf^, le fibre en droites Ck est isomorphe au fibre 0{k). On en 
deduit que les fibres en droites semi-amples (resp. amples) de Pic(P(M)) sont les C^, 
pour k parcourant N (resp. k parcourant N\ {0}). 

Maintenant, notons X{Kc) le groupe des caracteres de Kc. Par definition, il s'agit 
du groupe des liomomorpliismes rationnels de groupes algebriques de Kc vers G^. 
Pour tout (x, k) e X{Kc) x Z, faction de Kc sur Ck definie par 

g • [x, z] :— [g • x, x{9~^)^] pour tout g e Kc et tout [x, z] e Ck, 

est une /Tc-linearisation du fibre en droites C^- Nous noterons C^-^k le fibre en droites 
Xc-linearise de P(M) obtenu. 

Theoreme 5.2.5. — Le groupe de Picard Kc-linearise Pic''^'^(P(M)) est isomorphe d 
ZxX{Kc). 

Demonstration. — Nous venons de voir que I'on peut definir, pour tout couple (x, k) e 
X{Kc) X Z, une Xc-linearisation sur C^, le fibre Xc-linearise associe etant J0^,k- On 
en deduit que le morphisme oubli a : Pic''^^(P(Af)) Pic(P(M)) est surjectif. D'apres 
[KKV89, Lemme 2.2] (ou encore [Dol03, Theoreme 7.1]), kera est isomorphe au 
groupe abelien X{Kc). Par consequent, tout fibre en droite iiTc-linearise de P(M) est 
isomorphe a C^^k pour un certain couple (x, k) e X{Kc) x Z. □ 

Nous identifions X{Kc) avec le sous-Z-module (A*)^^ ;= (]e*)^cnA* de A*. On peut 
remarquer que {i^)^^ est egal au dual 3(tc)* '■= [^c^c]"*" du centre de ic. II est clair 
que, pour tout (x, k) G X{Kc) x Z, le fibre i^^c-linearise C^^k est isomorphe au produit 
tensoriel de fibres en droites fCc-linearises Ck ® (P(M) x C_;^), ou Kc agit uniquement 
sur le premier facteur de P(M) x C-^^. 

La proposition suivante est un analogue de [ReslO, Lemme 13]. 

Proposition 5.2.6. — L 'application Q-lineaire 

X A^ X (A^)^c X Q Pic^«(XM)Q .^2 2) 

est surjective. Son noyau est le sous-espace {(— — X; A*; X) 0); x £ (Aq)^*^}- L'en- 
semble des fibres en droites Kc-linearises semi-amples (resp. amples) sur Xm est 
I'image par V application ci-dessus du cone convexe Aq^ x Aq^ x (Aq)''^'^ x Q^o (resp. 
Aq,++ X A^,^^ X (A*)^c X Q>o;. 

Demonstration. — Soient trois elements /j,, u et x de (A*)^'^. lis correspondent a trois 
caracteres du groupe Kc. Le fibre en droites Xc-linearise C^^i,^-^^ provient alors d'une 
Xc-linearisation du fibre trivial. Plus exactement, on peut voir que jy^^ Q — X 
'^-{pi+u+x) comme element de Pic^^(XM). On en deduit que toute Xc-linearisation du 
fibre trivial sur Xm provient d'un Cni,,x,o- 
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Soit L E Pic ^(Xm)- Notons C le fibre en droites obtenu en oubliant Faction de Kc 
sur C. D'apres [MFK94, Proposition 1.5] ou bien [Dol03, CoroUaire 7.2], il existe un 
entier n ^ let une Kc x Kc x GLc(M)-linearisation Ai de £'®". Or on a risomorphisme 

Fic^'^iKc/B) X Fic^^{Kc/B) x Pic^^c(*^)(P(M)) ^ Pic-^^^-^^^^^c(^)(XM) 

ou net u designent deux caracteres de Kc, et un caractere de GLc{M). Par reduction 
de Faction de GLc{M) sur a celle de Kc, on obtient un certain couple {x,k) G 
(A*)'^'^ X Z tel que le fibre £^^k definisse une i^Tc-linearisation de C^. Par consequent, 
^li,u,x,k ® ^® fibre trivial sur Xm- D'apres le premier paragraphe de la preuve, 

on en deduit que C^^^^^^^k ® ddiXiS Fimage de I'application (5.2.2) donnee dans 

I'enonce. On en conlut que C est egal a un certain Ly^iy^^^r, avee {n' ,u' ,x' ,r) e Aq x 
Aq X (Aq)^c X Q. D'ou la surjectivite de FappUcation (5.2.2). 

Soit maintenant (/i, z/, x, fc) G A* x A* x (A*)-^^ x Z tcl que £^.,y,x,fc &o't:e 
i^'c-liiiearise trivial. Si on oublie Faction de Kc, cela signific que les fibres C,j et 
Cy^^k sont les fibres triviaux. Par consequent, n et v sont forcement des caracteres de 
Kc, e'est-a-dire jJ., v E (A*)^^, et k — Dans ce cas, on obtient Fegalite vC/i,i/,x,fc — 
Xm X C_(^+,^+^) comme fibre Xc-linearise. Ce dernier est trivial si et seulement si 
ji + y + X = 0. On en deduit alors directement que le noyau de I'application lineaire 
(5.2.2) est {(-//-X,/^,X,0);//,xe (A^)^4- □ 

Remarque 5.2.7. — En regardant le noyau de I'application lineaire (5.2.2) donnee 
dans I'enonce de la Proposition 5.2.6, on se rend compte que la donnee de x est su- 
perfine, puisqu'elle est deja incluse dans les deux premieres variables /i et v. II suffira 
dans la suite de considerer I'application lineaire 

TT^^: A^xA^xQ Pic^^(XM)Q . . 

L'application n^'^ est elle aussi surjective, et son noyau est ker(7r-^'^) = {(//, — 0); // e 

5.2.6. Cone semi-ample de la variete X£'0c. — Nous allons tout particulierement 

nous interesser an cas d'unc representation M = E (B C, on ( : Kc — )■ GLc{E) est 
une representation complcxc de Kc et ou Kc agit trivialement sur le facteur C. Dans 
I'enonce ci-dessous, Aq^^ designera I'ensemble des elements dominants et Xc-regufiers 
de Aq, et C^d[£^] le Xc-module des polynomes de degre inferieur ou egal a d sur E. 
Rappelons que H(q{E) a ete defini en (5.1.2) par 



nQ(£;) = <^(/x,i/)e(A^,+)^ 



3n ^ 1 tel que (n/i, nv) G 

et (k;®k:.®c[e])''^ 




Proposition 5.2.8. — Soit (/i, z^, r) G Aq_^ x Aq^^ x Q^q, pr : Aq x Aq x Q ^ 
Aq X Aq la projection lineaire canonique. 
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(1) On a C^^u,r G Cq{Xe®c)~^ si et seulement s'il existe n ^ 1 tel que I'on a 
{niJ,,ni',nx) € (A*)^, nr & Z et 

(2) L'ensemble Cq{Xe!sc)~^ est I'adherence de Cq{Xe®c)~^~^ dans PicQ*^ (Xg^c) • 

(3) On a Uq{E) = pr ((7r^c)-i(CQ(X^;ec)+)) • 

Demonstration. — Par definition, pour (/x, u, r) e x Aq^ x Q^o, le fibre en droites 
^fj.,u,r est dans le cone semi-ample Cq{Xe(bc)~^ si et seulement s'il existe un entier n ^ 1 
tel que {nfi.ni'.nr) G A* x A* x Z et X^^ {Cnfi,nu,nr) 7^ 0- Cette derniere assertion est 
equivalente a ce que I'espacc vectoriel H°(X, contienne un element non 

nul, pour un certain m ^ 1. Ceci provient de la definition de l'ensemble X^^ {Cnfj_^nu,nr) ■ 
Quitte a multiplier n par m, on pent supposer que I'espace vectoriel H°(X, jO,nix,nu,nr)^^ 
est non nul. Le Xc-module H° {F{E © C), est isomorphe au Xc-module C^nr[E] 
des polynomes sur E de dcgrc infcricur ou egal a nr (qui est bien un entier positif, car 
Cnr est semi-ample dans Pic(P(£' © C))). 

D'apres le theoreme de Borel-Weil, nous savons que pour tout z/ e A^;, ii°{x,Cnu) 
est isomorphe, en tant que i^c-^iodule, a V*^^. Nous obtenons done 

Ceci prouve la premiere assertion. 

Par definition, nous avons C^iXEQcV'^ = CQ(XBec)"^ Htt^c^/X^^^^ x A^^^_^ x Q>o). 
On remarque que, pour tout /x G Aq_^^, tout r G Q>o et tout n G N* tels que {n^, nr) G 
A* X Z, on a {V*^ © KiV^'om) ® '^^nr[E])^^ ^ 0, car il contient le sous-espace (V*^ © 
^n{-woiM) ® C)^*^ 7^ 0, OU est le plus element du groupe de Weyl de K relativement 
a T. Par consequent, C^-w^^^r est dans Cq{XE®c)^^ ■ Et la seconde assertion decoule 
du Theoreme 5.2.4. 

Enfin, d'apres la definition de nQ(£') et grace a I'assertion (1), il est clair que I'image 
de {'K^'^)~^{Cq{XE®c)'^) par la projection pr est exactement l'ensemble nQ(£'). □ 

Remarque 5.2.9. — D'apres le Theoreme 5.2.4, nous savons que Cq{Xe®c)^ est un 
cone convexe polyedral ferme de Pic''^^(X£;0c)- Puisque tt^'^ est une projection lineaire 
entre espaces de dimensions finies, {t^^^)~^{Cq{Xe®c)'^) est egalement un cone convexe 
polyedral ferme de Aq x Aq x Q. On en deduit, par la Proposition 5.2.8 (3), que II(q{E) 
est un cone convexe polyedral ferme de Aq x Aq, comme projection lineaire du cone 
convexe polyedral ferme {t:^^)~^{C<!^{Xe®c)^)- 

Remarque 5.2.10. — Dans la preuve de I'assertion (2) de la Proposition 5.2.8, nous 
avons en fait prouve que {'K^'^)''^{Cq{XE(sc)^) est non vide, done nQ(£') est lui aussi 
non vide. Cette derniere propriete se voit facilement puisque (0, 0) appartient a IIq{E). 
En outre, puisque vr^*^ est une application lineaire entre deux espaces vectoriels de 
dimensions finies, il est clair que Cq{XE®c)~^ est d'interieur non vide dans ViCq^^XE^c) 
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si et seulement si le cone convexe {tt^^) ^{Cq{Xe(bc)~^) est d'interieur non vide dans 
Aq X X Q. 

Nous allons decrire plusieurs proprietes geometriqucs de I'ensemble IIq{E). La plus 
importante pour notre etude donne une condition equivalente a ce que nQ(£') soit 
d'interieur non vide. Cette propriete sera en effet tres utile pour determiner un ensemble 
fini d'equations definissant le polyedre convexe Cq{Xe®c)~^ (cf section 5.3). 

Soit U le radical unipotent de B et U~ le radical unipotent du sous-groupe de Borel 
B~ oppose a S et contenant Tc- On considere Taction de Kc x Kc sur Kc x E definie, 
pour tout {ki, /C2) e Kc x Kc et tout (A;, v) E G x E, par 

{ki,k2) • {k,v) := {kikk2^,C{h)v), 

ainsi que Faction induite sur C[Kc x E]. Comme Tc x Tc normalise le sous-groupe 
U xU~ de KcxKc, la derniere action induit une action de Tc x Tc sur C[Kc x E]^^^~ . 
Nous noterons Ilz{E) I'ensemble des points entiers de IIq(E). 

Theoreme 5.2.11. — Soient E une representation complexe de Kc, associee au mor- 
phisme de groupes C, : Kc — >■ GLc{E), et {/i, 1/) e (a;|J_)^. 

(1) Uq{E) ^Q^o- ME)- 

(2) L'interieur de IIq{E) est non vide dans Aq x Aq si et seulement si ker(C) est 
fini. 

La demonstration du point (2) necessitera I'utilisation du lemme suivant. 

Lemme 5.2.12. — Soit X une variete algebrique affine sur C sur laquelle agit alge- 
briquement un tore Tc. Notons Ili{X) le monoi'de des poids de Tc dans C[X]. Alors 
la codimension de nQ(X) := Q>o ■ nz(X) dans Aq est egale a la dimension du noyau 
de I' action de Tc sur la variete X. 

Preuve du Lemme 5.2.12. — Nous identifions toujours le reseau des poids A* avec le 
groupe des caracteres de Tc. 

Soit A un sous-groupe a un parametre de Tc dont Faction est triviale sur X (c'est- 
a-dire son image est dans Ic noyau de Faction de Tc sur X). Alors claircmcnt A agit 
trivialement sur I'algebre C[X] des fonctions regulieres sur X. Par consequent, pour 
tout poids de T{i{X)^ on a (A,yu) = 0. 

Reciproquement, soit A un sous-groupe a un parametre de Tc tel que (A, /x) = pour 
tout poids n de Iii{X). Cela signifie done que A laisse fixe toute fonction reguHere de 
C[X]. Or, comme X est affine, C[X] separe les points. On en deduit que Faction de 
A sur X fixe tons les points de X. D'ou I'image de A est contenue dans le noyau de 
Faction de Tc. 

On en conclut que la dimension du noyau de Faction de Tc sur X est egale a la 
dimension de I'orthogonal de nQ(X), qui est elle-meme egale a la codimension de 
nQ(X) dans Aq. □ 

Nous pouvons maintenant commencer la preuve du theoreme. 
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Preuve du Theoreme 5.2.11. — La premiere assertion decoule directement du fait que 
Ilq{E) est un cone dans (Aq)^, d'apres la Remarque 5.2.9. 

Le reste de la preuve est inspiree de la preuve de [MR07, Proposition 3]. Par le 
theoreme de Probenius, le Kc x Xc- module C[ii'c] se decompose en une somme directe 
de sous-espaces stables 

ou, pour tout e A;^, Faction de Kc x Kc sur K ® V* est definie par 

(/Ci, k2) ■ V ® ^ {ki- v) ® (/C2 • <^), 

pout tout (/ci, e Kc X Kc et tout (i;, </?) e x V^*, et etendue par linearite a tout 

K ® v:. 

Par consequent, nous obtenons 

€.[Kc X = {c[Kc\ ® c[£;])^^^" = ( K «) ® 

ou Tc agit sur V*^ par le caratere — i/. En ce qui concerne Faction de Tc x Tc, chaque 

sous-espace (K ® C[i?])'^ V*^ est stable, avec la premiere composante de Tc x Tc 
agissant sur (Vv ® C[£^])'^, la seconde sur V*^ . 

On en deduit que Fensemble des poids de Tc x Tc sur 'C[Kc x E]^^^ est egal a 
Fensemble des couples (/i, —v) G (A*)^ ou (/i, u) G (A^)^ sont tels que ii est un poids de 
Tc sur {y^®£,[E])^ , autrement dit, C Vy®C[E]. Et cette assertion est equivalente 
a {V* (8) K (H) C[E])^^ ^ 0, c'est-a-dire, (/x, -w^v) e U^iE). 

L'application I : {n^v) G (Aq)^ i->- {/jl^Wqu) G (Aq)^ est clairement un isomorphisme 
Q-lineaire, qui induit une application Z-lineaire bijectivc dc (A*)^ dans lui-meme. Ainsi, 
Fensemble des poids de Tc x Tc dans ClKc x E]^^^ est egal a Fensemble l{Ilz{E)) 
des points entiers de 1(]1q{E)). 

Maintenant, puisque IIq{E) = Q>o - HziE) et / est un isomorphisme, la codimension 
de IIq{E) dans (Aq)^ est egal a la dimension du noyau de Faction de Tc x Tc sur 
la variete {Kc x E)//{U x U~), d'apres le Lemme 5.2.12. Par consequent, IIq{E) est 
d'interieur non vide dans (A*)^ si et seulement si le noyau de Faction de Tc x Tc sur 
{Kc x E)//{U X U-) est fini. 

Les actions de U et U~, induites par Faction de Kc x Kc sur Kc x E, commutent. 
On a done 

C[Kc X Ef^"""- = (^{C[Kc]®C[E]f-y = (c[i^c]''" <^ C , 

puisque U~ agit trivialement sur E et done aussi sur C[E]. Cependant, BU~ est ouvert 
dans Kc, done C[-ft'c]'^ s'injecte canoniquement dans C[B] en tant que S-modules, 
pour Faction a gauche de B. En general, ces deux algebres ne sont pas isomorphcs, 
sauf si Kc est un tore. Cependant, leurs corps de fractions sont isomorphes, puisque B 
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s'identifie a un ouvert affine de Kc/U. On en deduit que C{Kc x E)^^^ est isomorphe 
a C{B X E)'^ comme Tc x Tc-module. 

De plus, B est le produit semi-direct des groupes U et Tc, ou Tc normalise U. Done il 
existe un isomorphisme Tc x Tc-equivariant canonique entre C{B x E)^ et C(Tc x E), 
ou Tc X Tc agit sur T^xE par une action analogue a celle de x sur x D'ou, 
{Kc X E)//{U X U~) est birationnellement Tc x Tc-equivariant a la variete Tc x E. 

Maintenant, on voit clairement que le noyau de Paction de Tc x Tc sur T£ x E est 
fini si et seulement si le noyau de Paction de Tc sur E est fini, c'est-a-dire, ker(C|jj,) 
est fini. En effet, comme Tc est abelien, on pent aisement prouver que ces deux noyaux 
sont canoniquement isomorphes. 

II reste done a prouver que le groupe ker^ est fini si et seulement si ker(C|Tc) est 
fini. La premiere implication est evidente. 

Supposons done que ker(^|Tc) est fini, autrement dit, ker(C) fl Tc est fini. Soit S 
un tore maximal de kcr^ et S un tore maximal de Kc contenant S. Puisque Kc est 
reductif, S est conjugue a Tc, done S est conjugue a un sous-tore de Tc. Or ker^ est 
un sous-groupe distingue de Kc, par consequent S est conjugue a un sous-groupe de 
kerC n Tc, qui est fini. Done S est trivial et ker^ est fini. Ceci conclut la preuve de 
P assertion (3). □ 

Comme consequence du theoreme precedent, nous obtenons une condition necessaire 
et suffisante pour que Cq{Xeisc)~^ soit d'interieur non vide. C'est Penonce du corollaire 
suivant. Ce corollaire est lui-meme consequence de la propriete suivante de Cq{Xeqc)~^ ■ 

Lemme 5.2.13. — Pour tout triplet (yU, z/,r) e {-K^'^y'^{CQ{XE®cy) et tout r' e Q, 
si r' ^ r alors r') est aussi dans {Tr^^)~^{CiQ{XE®c)~^)- 

Demonstration. — Soit {fj.,iy',r) appartiennant a {n^^)^^{CQ{XEisc)^), alors il existe 
un entier n ^ 1 tel que \nn,nv) e (A*)^ nr e Z et {V*^ ® V*^ ® C^nr[E])^^ ^ 0. II 
est clair que, pour tout m ^ 1, le Xc-module ® V*^ (8) C^nr[E] est contenu dans 

Km ® ® C^nmir+i)[E]. Par cousequcut, {V:^ ® V*, ® C^„„(,+i)[E])^c ^ 0. Done, 
pour tout d ^ 1, {fi, v,m{r + 1)) est aussi dans {ti^'^)~^{Cq{Xeq,£)^). De la convexite 
de {ti^''^Y^{Cq{Xe(qc)'^) dans Aq x Aq x Q, comme r + 1 > 0, on en deduit que (/x, r') 
appartient a {ti^^)~^ {Cq{XE®c)^) pour tout rationcl r' ^ r. □ 

Corollaire 5.2.14- — Les cones convexes polyedraux Ciq{Xe®c)'^ Cq{Xe®c)'^'^ 
sont d'interieur non vide si et seulement si ker ^ est fini. 

Demonstration. — Tout d'abord, il faut remarquer que Cq{Xeqc)~^'^ est d'interieur 
non vide si et seulement si Cq{Xe®c)~^ est d'interieur non vide, puisque Cq{Xe(S)c)~^ 
est I'adherence de Cq{Xe®c)~^'^ dans PiCq^{XE(sc), d'apres la Proposition 5.2.8 (2). 

De plus, d'apres le Theoreme 5.2.11 et la Remarque 5.2.9, il est suffisant de prouver 
que le cone convexe polyedral {it^'^)~^ {Ciq{X es)c)^) est d'interieur non vide dans Aq x 
Aq X Q si et seulement si IIq{E) est lui-meme d'intereur non vide dans Aq x Aq. 
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Tout d'abord, on sait que IIq{E) est la projection lineaire de I'ensemble convexe 
{71^'^)~^{Cq{Xe!sc)~^), d'apres I'assertion (1) de la Proposition 5.2.8. Par consequent, 
si {tt^^)~^ {Cq{Xe(sc)~^) est d'interieur non vide dans Aq x Aq x Q, alors I'interieur de 
Ilq{E) est aussi non vide. 

Reciproquement, supposons que I'interieur du cone convexe {7r^'^)~^{CQ{XE®c)'^) 
est vide. Comme il s'agit d'un ensemble convexe, il est done contenu dans un certain 
hyperplan H, defini par I'equation 

+ /2(6) + ax = 0, (^1, 6, x) e A^ X A^ X Q, 

avec /i, /2 deux formes lincaircs rationnelle sur Aq ct a G Q. 

Mais, d'apres le Lemme 5.2.13, si r) appartient a {'k^^'-)^^{Cq{Xe!sc)~^), alors 
pour tout rationnel r' ^ r, on doit aussi avoir (/x, i/, r') G {tt^^)~^{Cq{Xe®c)~^). Cela 
donne done 

+ f2{iy) + ar = = hill) + h{v) + ar', 

pour tout rationnel r' ^ r. On en deduit que a = 0, puisque {ti^"^)'^ {Ci^{XE®c)^) est 
non vide d'apres la Remarque 5.2.10. Alors, au moins une des deux formes lineaires /i 
ou /2 est non nuUe. De plus, tout (//, v) e ^(q{E) verifie I'equation 

/l(/^)+/2H=0, 

puisqu'il doit exister r G Q^o tel que r) est dans {ti^^)~^{C<q{Xe®c)^)-i d'apres 
la Proposition 5.2.8 (3). On en conclut que YIiq{E) est inclus dans un hyperplan de 
Aq X Aq et, done, il est d'interieur vide. □ 

5.2.7. Critere numerique de Hilbert-Mumford. — Fixons un fibre C dans 
Pic^'^(X). Pour un point x G X et un sous-groupe a un parametre A de Kc, la limite 
limt_>o ^it) ■ ^ pent etre definie comme suit : puisque X est projective, I'application 
rationnelle / : i G C* i-> A(f) • x G X pent etre prolonge en une application algebrique 
/ : ^ X. On posera alors limj^o • x = /(O). 

Si on note z = lim^^o A(t) ■ x, ce point z est alors fixe par I'image de A dans Kc, 
c'est-a-dire, Paction induite de C* sur X par I'intermcdiaire dc A laisse fixe z. Comme 
C est G-linearise, le groupe C* va alors agir sur la fibre jCz- Cette action definit un 
element fi^{x. A) de Z, par X{t) ■ v — f^^^^'^^v, pour tout t G C* et tout v G C^. 

On pent facilement verifier que les nombres iJ,^{x, A) verifient les proprietes sui- 
vantes : 

(1) n^ig.x, g- X- g-^) = ii^{x. A), pour tout g G Kc, 

(2) I'application C i— ?■ A) est un morphisme de groupes de Pic^'=(X) dans Z. 

(3) pour tout n G N, on a iJ,^{x,nX) = nii'~{x. A), 

ou nX est le sous-groupe a un parametre de Kc defini par {nX){t) :— Xit^), pour tout 
t G C*. 
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Definition 5.2.15. — Un sous-groupe a un parametre A de Kc est dit indivisible si, 
pour tout sous-groupe a un parametre A' de Kc et tout entier n > 1, nX' n'est pas egal 
a A. 

Ces nombres fi''{x,X) donnent une caracterisation de I'enscmblc dcs points semi- 
stables de X pour C En effet, d'apres [MFK94], dans le cas ample, et [ReslO] (Lemme 
2) dans le cas semi-ample, 

X e X^^{C) <^=^ A) ^ 0, pour tout A sous-groupe a un parametre de Kc- 

On remarque que Ton aurait pu seulement considerer les sous-groupes a un parametre 
indivisibles de Kc dans I'equivalence ecrite ci-dessus, d'apres I'assertion (3). 

A un sous-groupe a un parametre A de Kc, on pent associer le sous-groupe parabo- 
lique 

P(A) = e Kc; ^^^K^) • 9 • existe dans i^cj ■ 

Notons Kc le centralisateur de I'image de A dans Kc- Ce groupe Kc est un sous-groupe 
de Levi de P(A). De plus, si g E -P(A), alors I'element g = lim^^o ^{t) ■ g ■ ^(^)^^ ^ 
est un element de Kc- Enfin, pour g e -P(A), on a fi^{x, A) = g ■ X ■ g~^)- 

Nous aurons, dans la suite, besoin de calculer la valeur de /i^(a;. A) pour certains 
points X de la variete produit Xm — Kc/B x Kc/B x P(M), ou M est une repre- 
sentation complexe de Kc- Les trois enonces suivants repondent a cette question. La 
premiere proposition est un resultat bien connu. 

Proposition 5.2.16. — Si et (X2,£2) sont deux varietes munies de fibres 

en droites Kc-linearises, alors 

X2), A) = n'-^xu A) + n'-\x2, A), 

pour tout {xi,X2) E Xi X X2- 

Remarque 5.2.17- — En particulier, pour tout entier n ^ 1, on a iJ,^^"{x,X) — 
nijL^{x,X) pour tout fibre en droites C G Pic^^{X), tout sous-groupe a un parametre 
A de Kc et tout point x & X- Ceci noTis permet de definir la valeur de A) pour 
les fibres rationnels, en posant, pour tout C e Pic^^{X)Q, 

n 

ou n est un entier strictement positif tel que e Pic^^{X)- 

Pour les deux prochains lemmes, nous supposerons que A est maintenant un sous- 
groupe a un parametre de Tc- 

Lemme 5.2.18. — Soit w un element du groupe de Weyl W et u un caractere de B. 
Alors iJ,^-'{w-^B/B,X) = {wX,u). 
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Demonstration. — L'element w~^B/B de Kc/B est un point fixe de Paction de Tc 
sur Kc/B. Par consequent, la valeur de iJ,^''{w~^B/B, X) provient de Faction de A sur 
la fibre au-dessus de w~^B/B. 

Soit z e C_i, et i e C*. Alors, par definition de Faction de Kc sur — G Xb C_i,, 
nous avons X{t) • [w''^,z] — [X{t)w~^,z] — [w~^{wX{t)w~^), z]. Or, w est un element 
du groupc dc Weyl W = W{Kc;Tc) et X{t) est un element de Tc, done wX{t)w~^ est 
dans Tc G B. On en deduit 

X{t) ■ [w-\z] = [w-\ {wX{t)w-^) ■ z] = [w-\&^'-'h] = [w-\t-'^'^^'''h], 

ce qui signifie que /j,^" {w~^ B / B , X) — {wX, v). □ 

Lemme 5.2.19. — Soit M une representation complexe non nulle de Kc- Soientv e 
M non nul et n & 'Z tels que, pour tout t e C*, on ait X{t) ■ v — f^v. Alors, pour tout 
k > 0, on a ii^''{[v], X) — nk, ou [v] est la classe de v dans P(M). 

Demonstration. — Puisque X{t) • v — f^v pour tout i e C*, le point [v] de P(M) est 
fixe par A(C*). II suffit done de determiner Faction de A(C*) sur la fibre au-dessus de 
[v] dans Ck. Soient z eCeiteC*. Alors 

X{t) ■ [v,z\ = [X{t)-v,z\ = [r-i;,^]. 

Or, par definition de Faction de C* sur M \ {0} x utilisee pour definir Ck — 
M \ {0} Xc* Cfe, nous avons [av, a^z\ — [v, z] pour tout a e C*. Par consequent, nous 
avons aussi [av, z] — [v, a'^z] pour tout a e C*. Et en particulier pour a — t^^Q, cela 
donne 

X{t) ■ [v,z] = [t''v,z] = [v, (r)-'^^] = [v,t-''''z]. 
On en conclut que iJ,^'^{[v], X) = nk. □ 

5.2.8. Paires bien couvrantes. — Cette notion a ete introduite par Ressayre dans 
[ReslO]. EUe permet de donner une condition ncccssaire et sufiisante pour qu'un ele- 
ment C e Pic^'=(X)++ (resp. £ G Pic^'^(X)+) soit dans le cone ample Cq(X)++ (resp. 
cone semi-ample Cq(X)"'"), en termes d'inegalites lineaires. 

Nous supposerons dans ce paragraphe que X est une variete projective lisse. Cette 
propriete sera verifiee pour toutes les varietes que nous considererons dans la suite, 
puisque nous ne rencontrerons que des produits de varietes des drapeaux. 

Dans la suite, si A est un sous-groupe a un parametre de Kc, on notera X^ Fensemble 
des points de X fixes par le sous-groupe A(C*) de Kc. 

Definition 5.2.20. — Soit A un sous-groupe a un parametre de Kc et C une com- 

posantc irrcductiblc dc X^. Soit :— {x & X ; \imt^QX{t)x G C}. Considerons 
Fapplication /^c-equivariante suivante : 

Tj: KcXp(\)C+ — > X 
[g,x\ I — > g-x. 

La paire (C, A) est dite couvrante (resp. dominante) si 77 est une application biration- 
nelle (resp. dominante). La paire (C, A) sera bien couvrante si elle est couvrante et s'il 
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existe un ouvert P(A)-stable Q de C"*" intersectant C tel que rj induise un isomorphisme 
de Kc X p(^x) ^ sur un ouvert de X. 

Pour un fibre C G Pic^'^(X) et un sous-groupe a un parametre A de Kc fixes, 
I'application x ^ IJ'^{x, A) est a valeur dans Z. Pour une composante irreductible C de 
X^, la valeur de Ijl^{x, A) provient de Taction rationnelle de C* sur la fibre au-dessus 
de X E C. La valeur de ii^{x, A) ne depend pas de I'element x choisi dans C, ce qui 
permet de definir le nombre /U^(C, A). Remarquons, de plus, que iJ,^{x, A) ne dependra 
pas non plus de x e C"*" et vaudra aussi IJ>^{C, A). 

Lemme 5.2.21 ([ReslO], Lemme 3). — Soit (C, A) une paire dominante et C e 
Cq{X)+. Alors ii^{C,X) ^ 0. 

Ce premier resultat ne donne qu'une condition necessaire pour qu'un fibre en droites 
soit dans le cone semi-ample : si un fibre C e Pic^'^(X)Q"'" appartient a Cq(X)+, alors 
IJ>^{C, A) ^ pour toute paire dominante (C, A). La proposition suivante assure que la 
reciproque est vraie, grace a I'usage primordial des paires bien couvrantes. 

Theoreme 5.2.22 ([ReslO], Proposition 4). — Supposons que X est une variete 
projective lisse. Alors le cone ample Cq{X)~^~^ (resp. semi-ample Cq{X)'^ ) est I'en- 
semble des C G Pic^'^{X)^'^ (resp. C G Fic^^{X)Q) tels que pour toute paire bien 
couvrante (C, A), on ait n^{C, A) ^ 0. 

Pour un certain type de varietes X, comprenant les varietes de la forme Xm, avec 
M une representation complexe de Kc, nous pouvons obtenir un ensemble plus petit 
d'equations determinant le cone ample de X. Dans I'enonce suivant, Kc est un groupe 
reductif complexe contenant Kc et Q est un sous-groupe parabolique de Kc- 

Theoreme 5.2.23 ([ReslO], Theoreme 3). — Soit la variete X = Kc/B x Kc/Q. 
Supposons que Cq{X)^^ soit d'interieur non vide dans PicQ^(X). Soit un fibre C G 
PiCq'^ (X)^^ . Alors C est dans Cq(X)++ si et seulement si pour toute paire bien cou- 
vrante (C, A) de X telle qu'il existe x E C verifiant {Kc)x = A(C*), on a ^^{C, A) ^ 0. 

Remarque 5.2.24- — pent noter que, pour tout sous-groupe a un parametre A 
de Kc et tout g G Kc, I'ensemble des points fixes de g\g~^ dans X est X^^^ ^ = 
g ■ X^, et C est une composante irreductible de X^ si et seulement si • C est une 
composante irreductible de X^^^ . Ainsi, nous pouvons appliquer les assertions (1) et 
(3) du paragraphe 5.2.7 pour montrer qu'il est suffisant de considerer, dans les enonces 
des Theoremes 5.2.22 et 5.2.23, uniquement les paires bien couvrantes (C, A) avec A 
sous-groupe a un parametre dominant indivisible de Tc- 



5.3. REDUCTION DE LA REDONDANCE DES EQUATIONS 



93 



5.3. Reduction de la redondance des equations 

Le but principal de ce chapitre est de determiner un ensemble d'equations deter- 
minant completement le polyedre moment Ak{K ■ A x E), pour certaines represen- 
tations complexes E de K. Le Lemme 5.1.6 et la Proposition 5.2.8 nous amenent a 
considerer le cone semiample Cq(Xe0c)^ et ses equations. Rappelons que Xe^c = 
Kc/B xKc/B X F{E C) a ete definie en section 5.2.1. 

Par le Theoreme 5.2.22, nous obtenons un ensemble d'equations qui determinent 
le cone semiample Cq{Xe®c)'^ ■ Ses equations sont indexees par les paires bien cou- 
vrantes de la variete Xe^c- Cependant, cet ensemble d'equations est infini, et ceci pose 
probleme pour appliquer la projection lineaire au cone semi-ample afin d'obtenir des 
equations pour le cone convexe polyedral IIq{E). Nous allons consacrer cette section 
a montrer que le cone convexe polyedral Ciq{Xe®c)~^ pent finalement etre decrit par 
seulement une partie finie des paires bien couvr antes de la variete Xe^c- Ici, nous 
porterons tout particulierement notre attention aux sous-groupes a un parametre. 

Dans cette section, K designera un groupe de Lie reel compact connexe, T un tore 
maximal de K, Kc et Tc leurs complexifies respectifs avec Tc C Kc, B un sous-groupe 
de Borel de Kc contenant Tc et ( : Kc — > GLc{E) une representation algcbrique 
complcxc dc Kc de noyau fini. Nous allons etudier les paires bien couvrantes de la 
variete Xe^c- 

5.3.1. Description des paires de Xe^c- — Soit /3 G Wtc{B) un poids de Tc dans 
E. On definit le sous-espace de poids associe 

Ep:^{v e E; dC{H)v = /3{H)v, pour tout H e tc}, 

et, pour tout A; e Z et tout A sous-groupe a un parametre de Tc, 

Ex,k -.^{veE; X{t) ■ V = t'^v, Wt e C*}. 

On pent remarquer que Ex,o — E^ est le sous-espace de E des vecteurs fixes par A. 

Fixons maintenant un sous-groupe a un parametre A dominant de Tc. Nous noterons 
a nouveau W le groupe de Weyl W{Kc; Tc), P = P{\) le groupe parabolique associe 
a A dans Kc et Wx le groupe de Weyl du Levi K^ de P. 

II est clair que X-^ = [Kc/ B)^ x [Kc/ B)^ x P(£^)'^. Les deux premiers termes sont 
de la forme 

(Kc/B)^ = [j K^wB/B. 

weWx\W 

Nous aurons egalement, de maniere evidente, F{E)^ = IJ^g^C^, ou Cm = F{Ex,m), 
pour tout m e Z, et Co = P(C ® E^). Pour {w,w',m) e W/Wx X W/Wx x Z, nous 
definissons 

C{w,w',m) = K^w-^B/B x K^w'-^B/B x Cm- 
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Nous mettons des ^ pour garder la notation utilisee dans [ReslO]. Mis ensemble, 
cela nous donne 

X^^ [j C{w,w',m), 

w,w'ew/Wx 

ou chaque C{w,w',m) est une composante irreductible de X^. 

5.3.2. Sous-groupes a un parametre admissibles. — Dans ce paragraphe, nous 
adaptons a nos besoins la definition de sous-groupe a un parametre admissible donnee 
dans [ReslO, section 7.3.2]. 

Definition 5.3.1. — Soit M un Tc-module. Un sous-tore de T<c est dit M-admissible 
s'il existe v e M tel que S soit la composante neutre du stabilisateur {Tc)v du point v 
de M. 

La proposition suivante donne une definition equivalente de sous-tore M-admissible. 

Proposition 5.3.2. — Un sous-tore S de Tc est M-admissible si et seulement s'il est 
la composante neutre de I'intersection des noyaux d'une famille finie de caracteres de 
Tc de M. 

Demonstration. — En effet, si on fixe (iti, . . . , Un) une base de M formee de vecteurs 
propres communs a Faction de Tc sur M et si on note Xi 1^ caractere de Tc associee 
a Taction de Tc sur Cui, alors, il est clair que, pour tout x — X^iLi ^ {Tc)x — 

Remarque 5.3.3. — Lorsquc Ton considere un sous-groupe a un parametre A de Tc, 
son image A(C*) est un sous-tore de Tc- En consequence, on dira qu'un sous-groupe a 
un parametre A de Tc est M-admissible si le sous-tore A(C*) de Tc est M-admissible. 

On pent remarquer qu'un sous-groupe a un parametre A de Tc s'identifie canoni- 
quement a son generateur dans I'algebre de Lie tc, que Ton notera egalement A. Ainsi, 
A sera M-admissible si et seulement si CA C tc est egal a I'intersection dans tc des 
noyaux d'une famille finie de poids de >Vtc(M). 

Remarque 5.3.4- — Si on utifise les notations de [ReslO, 7.3.2], S est admissible au 
sens de Ressayre si et seulement si S est g/g-admissible, ouq/q est bien un Tc-module. 

Remarque 5.3.5. — Lorsque M est un Tc-module de dimension finie (comme C- 
espace vectoriel), I'ensemble Wtc{M) des poids de Tc sur M est necessairement fini. 
Par consequent, I'ensemble des sous-groupes a un parametre indivisibles M-admissibles 
de Tc sera lui aussi fini. 

Le morphisme de groupes algebriques C : Kc — > GLc{E) induit un morphisme 
de groupes algebriques ( © idc : Kc — >■ GLc{E © C) canonique. L'algebre de Lie 

glc(T'©C) de GLc{E®'C) est done un Kc-Ts\odv\e, pour Taction induite du morphisme 
C © idc : i^c GLc{E ® C) et de Faction adjointe de GLc{E © C) sur q{c{E © C). 
C'est done aussi un Tc-module. 
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Proposition 5.3.6. — Soit (C, A) une paire de Xe^c- S'il existe x & C tel que 
{Kc)l = A(C*), dors A est qIc{E ® C) -admissible. 

Demonstration. — Par commodite, on pose Kc — GLc{E © C). Puisque ¥{E © 
C) est un espace i^^c-homogcnc, nous pouvons identifier Xe(sc a la variete X = 
Kc/B X Kc/B X Kc/Q, ou Q est le stabilisatcur dans Kc d'une droite de £' © C. 
Cette identification est fTc-squivariante, par I'intermcdiaire du morphisme de groupes 
C © idc : Kc Kc- A la paire (C, A) correspond la paire (C, A) de X et a a; on 
associe le point x, qui aura forcement meme stabilisateur que x. L'ensemble C est 
une composante irreductible de X^, il s'agit done d'un C{w,w' ,w), pour un triplet 
{w,w',w) e W/Wx X W/Wx X Wq\W/Wp. Le point x s'ecrit done 

X = {gwB/B,g'w'B/B,gwQ/Q). 

Nous pourrions conclure directement, en appliquant [ReslO, Lemme 17], si C{w, w', w) 
etait une variete des drapeaux complete, autrement dit, si Q etait un sous-groupe de 
Borel de Kc- Ici, ce n'est pas le cas en general (il s'agit d'un sous-groupe parabolique 
maximal d'un GL). 

Soit B un sous-groupe de Borel de Kc contenant C ® idc(-B). Quitte a changer le 
sous-groupe a un parametre Q, on pent supposer B <Z Q. Cela est toujours possible 

car le sous-groupe de Borel B de Kc doit au moins avoir un point fixe dans I'espace 
projectif P(i^©C). II suffit alors de prendre pour Q le stabilisateur du point de P(£J©C) 
fixe par B. 

Prenons maintenant Wi un element quelconque de la double classe w G Wq\W /Wp, 
et considerons la composante irreductible Cp{w,w' ,wi) de Kc/B x Kc/B x Kc/B. 
Nous allons montrer qu'il existe un element de C p{w/u)\wi) qui verifie {KcY^. — 
A(C*). 

Pour ce faire, posons xp — {gw~^B/ B, g'w'~^B/ B, gw^^B/ B) e Cp{w,w\wi). Pre- 
nons h un element de {Kc)xg- Alors on a 

h ■ {gw-^B/B) = gw-^B/B, h ■ (g'w'-^B/B) = g'w'-^B/B 

et 

h ■ {gw^'B/B) = gw^'B/B. 

Ce dernier point est equivalent a hgw^^ G gWi^B. Par consequent, on a hgw^^Q G 
gw^^Q, c'est-a-dire h- {gw^^ Q / Q) = gw^^Q/Q, car B C Q. On en deduit que (Kc)'^ . C 
{Kc)l. On obtient done A(C*) C iKc)l^ C iKc)l = {Kc)l = A(C*). Cela implique 
que {Kc)'^_ = A(C*) et, forcement, {K^)°-, = A(C*). Or, la composante irreductible 

Cp{w,w',Wi) est une variete des drapeaux complete de Kq x Kq x K^. On conclut la 
preuve grace au Lemme 17 de [ReslO]. □ 

Le theoreme suivant donne maintenant un ensemble d'equations du cone convexe 
polyedral Cq{XE(Bc)^. 
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Theoreme 5.3.7. — Soit z/, r) G Aq_^ x Aq^^ x Q^q. Alors (/i, z/, r) appartient a 

{ti^'^)~^{Cq{Xe®c)~^) si et seulement si 

{wX,iJ,) + {w'X,u) +mr ^0, (5.3.1) 

pour tout sous-groupe a un parametre indivisible dominant qIi^{E ®C)- admissible A de 
Tc et pour tout {w,w',m) e W/Wx x W/Wx x Z tels que {C{w,w' ,m), X) soit une 
paire bien couvrante de Xe^c- 

Demonstration. — Ceci est la transposition de [ReslO, Theoreme 9] au cas de la 
variete Xe(bc = Kc/B x Kc/B x F{E © C). Puisque Cq{Xe(bcV est I'adherence de 
Ciq{Xeqc)'^~^ d'apres la Proposition 5.2.8, il sufEt de le prouver pour Cq{Xe®c)'^'^ ■ 

L'element {(Ji^v^r) e Aq^^ x Aq_^ x Q^q sera dans {7i^'^)^'^{Cq{XeiscV) si ct seule- 
ment si le fibre en droites ample C^^^^r = Cfj_ ^ ^ Cr est dans Cq{Xe®c)~^ ■ Nous 
avons, pour tout {w, w', m) e W/Wx x W/Wx x ^, 

^^^•^'^{C{w, w', m), A) = n^^{G^w-^B/B, A) + n^'' {G^w''^ B / B , A) + //^"^(C^, A) 

= {wX, /i) + {w'X, y) + mr. 

Ceci provient de la Proposition 5.2.16, des Lemmes 5.2.18 et 5.2.19 et de la Remarque 
5.2.17. Ceci nous donne done I'equation ijl*{C{w,w' ,m),X). 

Notons C Ic cone convexe polyedral de Aq x Aq x Q>o defini par les equations 
(5.3.1) pour tout sous-groupe a un parametre glc(-E©C)-admissible indivisible et domi- 
nant A de Tc et pour tout (w, w', m) G W/Wx x W/Wx x Z tels que (C(w, w\ m), A) soit 
une paire bien couvrante de Xe^c- Montrons que C est egal a {7r^^)~^{CQ{XEec)~^~^)- 

Soit (/i, z/,r) G {n^'-y\CQ{XE(Bc)^^), c'est-a-dire //^^•''•''(C(w, w', m). A) ^ pour 
toute paire bien couvrante {C{w,w' ,m),X) de Xe®c d'apres le Theoreme 5.2.22. Or, 
d'apres ce qui a ete vu dans le paragraphe precedent, cela signifie que (//, i/, r) verifie 
I'equation (5.3.1) pour toute les paires bien couvrantes de Xe®c-i done il verifie en 
particulier cette equation pour le sous-ensemble des paires bien couvrantes (C, A) avec 
A indivisible dominant 0tc(-E' © C)-admissible. Done (/i, z/, r) G C. 

Inversement, prenons un element (/x, i/, r) G C. Soit (C(u', w', m), A) une paire bien 
couvrante de Xe®c telle qu'il existe x G C{w,w',m) avec {Kc)l = A(C*). D'apres la 
Proposition 5.3.6, A est 0[c(£'©C)-admissible. Puisque (/i, x, r) G C, cela signifie que 
{fj,,i',r) verifie I'equation (5.3.1) pour la paire bien couvrante {C{w,w',m), X), c'est- 
a-dire, le fibre £^,iy,r verifie I'equation ^'-■''••'•''{C{w,w',m), X) ^ 0. On utihse cette fois 
le Theoreme 5.2.23 pour conclure que C^^u,r G Cq{X E(sc)~^~^ ■ D'ou I'egalite des cones 
convexes polyedraux C = {tt^'^)~^{Cq{Xeisc)~^~^)- CH 

5.3.3. Admissiblite specials pour les paires (C(w, w', 0), A). — Nous allons voir, 
dans ce paragraphe, que nous pouvons etre plus precis sur I'admissibilite d'un sous- 
groupe a un parametre A apparaissant dans une paire bien couvrante {C{w, w', 0), A). 
Nous nous inspirons du Lemme 17 de [ReslO] pour demontrer le resultat suivant. 
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Proposition 5.3.8. — Soit S un sous-tore de Tq. Nous considerons V action de 
sur la vanete X' = K^/ x K^/ x P(E^ © C). S'il existe x e X' tel que la 
composante neutre de {K^)^ soit egale d S, alors S est E-admissible. 

Lemme 5.3.9. — Soient Y une K^-variete projective, et lA un ouvert non vide de 
Kl/B^ X Y. Si goB^ G tti{U) C K^/B^, I'ensemhle {y e Y; {goB^/B^,y) e U} est 
ouvert dans K^/B^ x Y. 

Demonstration. — Si Xi, X2 sont deux varietes, alors la projection tti : Xi x X2 ^ Xi 
est reguliere, done continue. Par consequent, I'ensemble vr{"^({a}) = {{a,b);b G X2} 
est ferme dans Xi x X2. Ici, nous prenons Xi = K^/B^ et X2 = Y. 

On sait, de plus, que si Xi et X2 sont projectives, ce qui est le cas ici, alors les 
projections canoniques tti et 712 sont fermees 

Fixons goB" e K^/B^. L'ensemble 7r^^{{goB^ /B^}) est ferme dans K^/B^ x Y. 
Necessairement, W D n^^{{goB^ / B^}) est un ferme de K^/B^ x Y. Puisque 7:2 est 
fermee, 7r2{W r\ 7r^^{{goB^ / B^}) est un ferme de Y. Remarquant que 

7i2iU'n7i^\{goB'/B''}) = {yeY; {g^B^ / B' ,y) ^ U] , 

on en conclut que son complementaire 

{yeY- {goB'/B',y)eU} 

est ouvert dans Y. □ 

Preuve de la Proposition 5.3.8. — Supposons qu'il existe x G X' tel que {K^)° = S. 
Le tore S agit trivialement sur X', done pour tout y G X', S est contenu dans le stabi- 
lisateur de y dans K^. Or la dimension du stabilisateur en un point est une application 
semi-continue inferieurement, done la condition {Kq)° = S est une condition ouverte 
dans X'. On note U l'ensemble des x de X tel que {K^)l = S. II est non vide par 
hypothese. 

Vu que les elements de centralisent 5", U est un ouvert X^'S^^ble de X'. Si on 
note la iT^-variete projective Y = K^/B^ x V{E^ © C) et tti : Kl/ B^ xY ^ K^/B^ 
la projection sur le premier facteur, alors clairement B^ G ni{V(). Ceci provient du fait 
que U est non vide et qu'il est iiTi^-stable. Par iiT^-homogeneite de K^/B^ , on a meme 
7^^{U) = Ki/B'. 

D'apres le Lemme 5.3.9, pour goB^ = B^ , l'ensemble 

V {{gB^/B^, [v]) G K^/B^ x ¥{E^ © C); {B^ /B^ , gB^ / B^ , [v]) G U} 

est un ouvert de K^/B^ x F{E^ ®C). On remarque que, pour tout {gB^/B^, [v]) G V, 
la composante neutre du stabilisateur du point [B^ / B^ , gB^ / B^ , [v\) de X' est 

{Kc)lBS/BS,gBS/BS,[v]) = {i^c)BS/BS H {Kl)(^yBS /BS ,[v])) 

^{B'n{Ki)^gBS/BS,M)y. (5.3.2) 
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Or, par hypothese, elle est aussi egale a S, puisque {B^ /B^, gB^ /B^ , [v]) e U. L'equa- 
tion (5.3.2) peut s'ecrire maintenant 



pour tous les elements {gB^/B^, [v]) de I'ouvert dense V de K^/B^ x f{E^ © C). 
La composante neutre du stabilisateur dans B^ /S d'un point de V est done reduite a 
I'element neutre. On en deduit que I'isotropie generique de B^ / S agissant sur K^/B^ x 
F{E^ ® C) est finie, puisque elle est finie pour tous les elements de I'ouvert dense 
V de K^/B^ X ¥{E^ © C). D'apres la decomposition de Bruhat, la cellule ouverte 
B^wqB'^ /B^ de K^/B^ est isomorphe a B^ /Tq. Par consequent, I'isotropie generique 
de B^/S agissant sur B'^ /Tc x F{E^ © C) est finie. 

Le groupe B^ est le produit semi-direct de par Tc, ou U est la partie unipotente 
de B. Le sous-group e est distingue dans B^ et il agit librement sur B^/Tc x 
¥{E^ © C). En efFet, la decomposition de B^ en produit semi-direct de et Tc 
donne un isomorphisme C/'^-equivariant entre B^ /Tc et , ou agit sur lui-meme 
par multiplication a gauche. Remarquons que cet isomorphisme est egalement Tc- 
equivariant pour Paction par conjugaison de Tq sur . Ceci implique que le tore T^/S 
agit sur la variete quotient {B^ /Tc x F{E^ © C)) /U^ = ¥{E^®C) (identification Tc- 
equivariante) avec isotropic generique finie. Done, pour x e F{E^ (BC) generique, nous 
avons (Tc)° = S. 

Remarquons que E^ est un ouvert Xi^'^^^ble de ¥{E^ © C). Par consequent, pour 
generique, nous avons (Tc)° = 5". En particuher, S est la composante neutre 
du stabilisateur dans Tc d'au moins un x & E. On en conclut done que S est E- 
admissible. □ 

Remarque 5.3.10. — Nous pouvons aisement verifier que I'ensemble des poids de Tc 
dans q\c{E © C) est 



Par consequent, I'ensemble Wtc(-E) est contenu dans WTc(glc(£'©C)). Ainsi, un sous- 
groupe a un parametre £^-admissible de Tc est necessairement glc(-^ ® C)-admissible. 

Corollaire 5.3.11. — Dans I'enonce du Theoreme 5.3.7, parmi les paires bien cou- 
vrantes {C{w,w',0), X) de X telles que A est dominant glc{E ® C)- admissible indivi- 
sible, nous pouvons eliminer toutes celles ou A n'est pas E-admissible. 

Demonstration. — Soit (C(w, w', 0), A) une paire bien couvrante dc X^^c telle qu'il 
existe x e C{w,w',0) avec {Kc)l = A(C*). II est clair que C{w,w\0) est isomorphe 
de fagon X^-equivariante a la variete X' = K^/B^ x K^/B^ x ¥{E^ © C). Done 
d'apres la Proposition 5.3.8, A est i?-admissiblc. En effet, nous avons A(C*) C — 
{Kc)l r\K^C. {Kc)l = A(C*). Done {K^)° = A(C*). Le reste decoule a nouveau du 
Corollaire 5.2.14 et du Theoreme 5.2.23. □ 




WrMciE © C)) = {/3 - /?'; /3, G Wr^iE)} U Wr^iE). 
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5.4. Equations du polyedre moment A'^^{K ■ A x E) 

5.4.1. Les equations du polyedre. — Soit K un groupe de Lie reel compact 
connexe, T un tore maximal de K, n la dimension de T, [E, h) un espace hermitien de 
dimension r et ( : K ^ U{E) un morphisme de groupes de Lie de noyau fini tel que 
I'application moment associee '■ E ^ i* (definie en section 5.1) soit propre. Cette 
action se complexifie en ( : Kq — )■ GLc{E), qui est aussi de noyau fini. Remarquons 
que le noyau de C est fini si et seulement si le noyau du morphisme 

Ceidc: Kc GLc{E®C) 
9 ^ C(^)©idc 

est fini. Nous aliens done pouvoir appliquer les resultats de la section 5.3. 

Soit Tc un tore maximal de Kc contenant T et i? un sous-groupe de Borel de Kc 
contenant Tc. Rappelons que nous avons defini la variete Xe^^c = Kc/ B x Kc/B x 
F{E © C), ou Taction de Kc sur F{E © C) est induite de Faction lineaire C ® idc de 
Kc sur £■ © C. L'action de Kc etant triviale sur le facteur C, I'ensemble WrdE © C) 
contiendra le poids nul. 

On rappelle que I'ensemble des poids Wtc {B) engendre t* si et seulement si ker ( est 
fini. 

Le Theoreme 5.3.7, le CoroUaire 5.3.11 et la Remarque 5.2.24 nous amenent a definir 
les deux ensembles de paires bien couvr antes suivants. 

Definition 5.4-1- — On definit V{E) I'ensemble des paires (C(w, w\ m), A) bien cou- 
vrantes de Xe®c telles que A soit dominant qIc{E (B C)-admissible indivisible et, pour 
le cas ou m = 0, i?-admissible. 

On note Vq{E) le sous-ensemble de V{E) forme des paires qui verifient en plus m = 
(les A qui apparaissent sont done ii^-admissibles) 

Remarquons que A est ^'-admissible si et seulement s'il est orthogonal a un des 
hyperplans de t* engendres par des poids de (-£')■ De tels hyperplans existent car 
WtcI-E-) engendre t*. D'apres la Remarque 5.3.5, comme E est de dimension finie, il 
n'existe qu'un nombre fini de A dominants 0tc(-^® C)-admissibles indivisibles. Et pour 
chacun de ces A, il n'y a qu'un nombre fini de paires (C, A) (bien couvrantes ou non), 
car le groupe de Weyl W est fini. On en deduit que P(-E) et Vo{E) sont des ensembles 
finis. 

Rappelons la definition donnee en section 5.1 de I'ensemble II(q{E), 



Xl^{E)^{Me{^l 



3n ^ 1 tel que {n^, nv) G (A 
et {V:^®V:^®C[E]Y 



*\2 



L'enonce suivant est I'element-cle pour obtenir un ensemble d'equations de nQ(£') a 
partir de celles de C<!^{Xe®c)^ ■ 
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Theorems 5.4-2. — Soit M une representation complexe de Kc telle que le poids 
nul appartienne d Wtc{M), et considerons la variete Xm- Soit {w,w',m) G W/W\ x 
W/Wx X Z tel que la paire {C{w, w', m), A) soit bien couvrante dans Xm- Alors m ^ 0. 

La preuve de ce theoreme utilise des outils completement differents de ceux qui ont 
ete presentes jusque-la, nous la reportons done au Chapitre 6. Dans le cas present, 
c'est-a-dire lorsque M = E(BC avec action triviale de Kc sur le facteur C, la condition 
G Wtc{E © C) est clairement remplie. 

Nous pouvons maintenant enoncer et prouver le resultat nous donnant un ensemble 
d'equations du cone convexe polyedral IIq{E). Notons pr : Aq x Aq x Q — >■ Aq x 
Aq la projection lineaire canonique. La Proposition 5.2.8 montre qu'alors IIiq{E) — 
pi (^{'k^^)'^{Ciq{Xe®c)~^)) ■ Cela signifie qu'un element (/x, z^) G (Aq _,_)^ appartient a 
IIq{E) si et seulement s'il existe un rationnel r tel que le fibre /Tc-linearise jO^^i^^r 
appartienne a Cq(Xe0c)'^- 

Theoreme 5.4-3. — Soit {n^v) G (Aq_^)^. Le couple {jJ^v) appartient a Ii-q{E) si et 
seulement si, pour toute paire {C{w, w', 0), A) de Vq{E), on a 



Demonstration. — Soit C le cone convexe polyedral defini par les equations (5.4.1). 
Montrons que C est inclus dans nQ(i?). 

Soit (/i, z^) G C. Par definition, (/i, z/) verifie les equations (5.3.1), avec m = 0, pour 
toute paire {C{w,w\0),\) de Vo{E). Soit {C{w,w' ,m),\) une paire de V {E)\'Po{E) , 
c'est-a-dire, m 7^ 0. D'apres le Theoreme 5.4.2, I'entier m est negatif. Done — m > 0, 
puisque m 7^ 0. 

Nous definissons le rationnel 



Ce maximum existe, car I'ensemble V{E) est fini, et est bien rationnel car chaque 
{wX,n) + {w'\,u) est rationnel. Quitte a le remplacer par max{ro,l}, on pent sup- 
poser que ro est strictement positif. Nous avons done, pour tout {C{w,w' ,m), X) G 
V{E)\Vo{E), I'inegalite {w\,ii) + {w'X,i') ^ (— m)ro, car —m est strictement positif. 
Done {w\, ij) + {w'\ u) + mro ^ 0. Combine a ce qui a ete dit au premier paragraphe, 
on en deduit que 



pour toute paire (C(w, w', m). A) de V{E), et le Theoreme 5.3.7 montre que >C^,iy,ro 
appartient a Cq{Xeisc)'^ , ce qui signifie que (/x, i/) est un element de IIq{E). D'ou 



Reeiproquement, soit (/i, z/) G IIq{E). II existe done un rationnel positif r tel que 
^ij.,u,r G CiQiXEec)^ . C'est-a-dire, (yU, z/, r) verifie I'inegalite {wX,fi) + (w'X.u) +mr ^ 
pour toute paire ((7(1/;, w', m). A) de V{E). En particulier, le couple (/x, z^) verifie 




(5.4.1) 




{wX, n) + {w'X, u) -\- mro ^ 



C C Tlq{E). 
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I'equation {w\,ij) + (w'X,!/) ^ pour toute paire (C{w,w' ,0), X) de Vo{E). Ce sont 
les equations (5.4.1). On en deduit Ili^^{E) C C. Cela termine la preuve du theoreme. □ 

Comme coroUaire direct, nous obtenons un ensemble fini d'equations decrivant le 
polyedre convexe /S!^'^{K ■ Ax E). 

CoroUaire 5.4-4- — Soit A e Aq _,_. Le polyedre moment A'^'^{K • A x E) est egal 
au polyedre convexe 

G Aq +; (wX,^) ^ {wow'X,A) pour toute paire {C{w,w' ,0), X) e Vo{E)} . 

Demonstration. — C'est une consequence immediate du Theoreme 5.4.3 et du Lemme 
5.1.6. □ 

L'enonce qui suit est un autre resultat geometrique qui decoule directement du 
coroUaire precedent. 

CoroUaire 5.4-5. — Nous avons 

Af^{E) = e {wX, pour toute paire {C{w, w', 0), A) e Vo{E)} . 

Plus generalement, soit A G central. Le polyedre moment A^'^{K ■ A x E) est 

egal au polyedre convexe 

e Aq,+; {wX, ^ - A) ^ pour toute paire {C{w, w', 0), A) e VoiE)} . 

En particulier, on a A^^^{K ■AxE)^A + A^^^{E). 

5.4.2. Paires dominantes dans les equations de A'^'^(K -Ax E). — D'un point 
de vue theorique, I'utilisation des paires bien couvrantes permet d'obtenir un ensemble 
d'equations pour le cone semi-ample Cq (X^0c) avec pen de redondance d'information. 
Par ailleurs, lorsque la variete X est un produit Kq/B x Kc/B de varietes des drapeaux 
completes, avec Kc Q Kc, [ReslO, Theoreme 10] prouve que cet ensemble d'equations 
est minimal pour decrire le cone semi-ample C(q(X) + . 

Malheur eusement, en passant du cone Cq{Xe®c) au cone convexe polyedral IIq{E) 
par projection lineaire, il est tres probable que de la redondance supplementaire appa- 
raisse dans les equations de IIq{E) obtenues par les paires bien couvrantes de Vq{E). 

Neanmoins, en pratique, le calcul des paires bien couvrantes de la variete Xe(bc 
pent se reveler fastidieux, car il fait intervenir une condition cohomologique forte, cf 
Theoreme 6.1.1. On pent toutefois reduire la difficulte dans la recherche d'equations 
de nQ(E) si, d'un autre cote, on diminue nos attentes dans I'optimalite de I'ensemble 
des equations que Ton souhaite obtenir. 

Lemme 5.4-6. — S'oii (C('w;, w', 0), A) une paire dominante de Xe®c- -^lors, pour tout 
{fi, v) e IiiQ{E), on a 

{wX,id) + {w'X,v) ^ 0. 
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Demonstration. — Soit (/U, z/) G IIq{E). II existe done un rationnel positif r tel que 
(/i, I/, 0,r) appartienne a Cq{Xe®c)~^ , c'est-a-dire, le fibre en droites £ := jC^,;/,o,r ap- 
partient a Cq{Xeq)c)^ ■ Oi, d'apres le Lemme 5.2.21, comme la paire {C{w, w', 0), A) est 
dominante, on doit avoir /i^ {C {w , w' , 0) , X) ^ 0. Cette derniere equation pent s'ecrire 
egalement 

{w\, n) + {w'\ v) + (A, 0) + Or ^ 0, 
comme indique dans la preuve du Theoreme 5.3.7. Ceci prouve I'assertion. □ 

— — — fi.flfrn. 

Notons de maniere analogue au paragraphe precedent, Vo{E) (resp. Vq {E)) I'en- 
semble des paires dominantes {C{w, w', 0), A) de Xe^c telles que A soit dominant indivi- 
sible (resp. dominant indivisible ^'-admissible) . On a evidemment Vo{E) C Vq (E) C 
Vo{E). 

Theoreme 5.4-7. — Soit Vi un ensemble de paires {C{w,w' ,0), X) de Xe^c tel que 
'Po{E) C. Vi Q Vq{E). Alors le cone convexe polyedral nQ(£^) est I'ensemble des 
{fj,, v) e (Aq,+)^ tels que 

{wX,n) + {w'X,u) ^0 (5.4.2) 
pour toute paire {C{w, w', 0), A) de Vi. 

Demonstration. — Puisque Vo{E) C Vi, il est clair que si le couple (//, i^) G (Aq,+)^ 
verifie les equations (5.4.2) pour les paires de Vi, alors il verifiera ces memes equations 
pour les paires de Vo{E). Le Theoreme 5.3.7 permet d'en deduire qu'un tel couple 

(/i, z/) est dans IIq{E). 

Reciproquement, si (/U, z/) G IIq{E), alors le Lemme 5.4.6 montre que (/U, z/) verifie 
Fequation (5.4.2) pour toute paire dominante, done en particulier pour toute paire de 
Vi C Vo{E). □ 

On en deduit un nouvel ensemble d'equations du polyedre convexe rationnel A'^^{K- 
Ax E), resultat analogue au CoroUaire 5.4.4. 

Corollaire 5.4-8. — Soient A G Aq _^ etVi un ensemble de paires {C{w,w' ,0), X) de 
Xe(bc tel que Vo{E) C Vi C Vq{E). Alors on a 

Af^{K-Ax E)^{Ce A^,+; {wX,0 < {wow'X,A),y{C{w,w',0),X) G Vi} . 

En particulier, ce corollaire est valable pour Vi — V^^"^{E), c'est-a-dire, le polyedre 
convexe polyedral A'^'^(K -Ax E) est aussi egal a I'ensemble des vecteurs ^ G Aq qui 
verifient I'equation {wX,$,) ^ {wow'X,A) pour toute paire dominante {C{w,w',0), X) 
avec A dominant indivisible admissible. 

5.4.3. Proprietes geometriques de A'^^^{K ■ Ax E). — Nous terminons ce cha- 
pitre en donnant plusieurs proprietes geometriques du polyedre A'^'^{K ■ Ax E). Cela 
concerne les faces de codimension 1 qui rencontrent le point A. 

Parmi les paires de Vo{E), les paires de type {C{w,WqW,0), X) sent tres particu- 
lieres. En effet, elles donnent les faces de codimension 1 du cone convexe polyedral 



5.4. EQUATIONS DU POLYEDRE MOMENT A' 



103 



Cq(— Wrc(-£'))- Avant de prouver ce resultat, nous avons besoin d'enoncer le theoreme 
suivant, qui utilise des resultats du Chapitre 6. 

Theoreme 5.4-9. — Soit X un sous-groupe a un parametre dominant de Tc et soit 
{w,m) e W/W\ X Z tel que C{w,wow,m) ^ 0. Alors {ClWjWoWjm), X) est une paire 
bien couvrante de Xe^c ^t, pour tout (5 e Wtc^E), on a {X, (3) ^ m. 

Demonstration. — Ce resultat decoule directement du Theoreme 6.1.1 et du CoroUaire 



Lorsquc A G Aq ^ est quelconque, c'est-a-dirc que A n'a aucune hypothese de regu- 
larite (son stabilisateur dans K pent contenir strictement T), il est difficile de decrire 
exactement les faces de A'^^^{K ■ Ax E) eai voisinage de A. Cependant, nous pouvons 
tout de meme donner une information partielle. 

Proposition 5.4-10. — Toute paire bien couvrante {C{w,WoW,0), X) de Vo{E) de- 
finit une face de codimension 1 de Cq(— WtcI-E)). Inversement, toute face de codi- 
mension 1 du cone convexe polyedral C^{—Wtc{E)) provient d'une telle paire bien 
couvrante. En particulier, pour tout A e Aq on a 



Demonstration. — Soit (C(u', WqW, 0), A) une paire de Vq{E). Le sous-groupe a un 
parametre A est i?-admissible, done il existe n — 1 poids , . . . , formant une 
famille libre de tels que CA = P\^~l'kei Pi.. De plus, d'apres le Theoreme 5.4.9, 
nous avons (A, /3) ^ pour tout poids /3 G VVrc(-E). Le groupe de Weyl laissant stable 
I'ensemble des poids de Tc dans E, tout poids /3 G Wtc^E) verifiera aussi {wX, —f3) ^ 0, 
mais nous aurons aussi {wX, = pour k — 1, . . . , n—1. Par consequent, I'equation 

(wA, •) ^ definit une equation de codimension 1 de Cq(— WTc(-E'))■ 
Reciproquement, soit J" une face de codimension 1 de Cq(— >Vtc(-E')). Ce cone convexe 
polyedral est rationnel, done il existe un sous-groupe a un parametre A^ indivisible 
tel que (Aj-, — /3) ^ pour tout f3 G Wtc(-E), et (Aj-, — /S^'^) = pour n — 1 poids 
A'l) • • • ) A'„_i lineairement independants. II existe w & W tel que A = w^^Xjr soit 
dominant. De plus, comme les /S'^^, k G — 1} sont lineairement indepen- 

dants, nous avons necessairement C{w~^Xjr) = nJ^Tj^ ker(w"^/3-^.) et, done, w~^Xjr est 
un sous-groupe a un parametre dominant E'-admissible indivisible de Tc. Et d'apres 
le Theoreme 5.4.9, la paire {C{w,wow,0),w~^Xjr) est bien couvrante, c'est done une 
paire de Vo{E). Et, bien sur, (w(w~^Ajr), ■) = (Aj-, •) = est I'equation de J-". 

Si maintenant x appartient a A^^{K ■ A x E), cet element de Aq _,. verifiera les 
equations affines 

{wX,x) ^ (wqw'XjA), 

pour toute paire {C{w,w' ,0), X) G Vq{E). En particulier, si F est une face de codi- 
mension 1 de CQ(—>Vrc (-£')), si A^ est le sous-groupe a un parametre £^-admissible 



6.1.2. 



□ 




{K-AxE)(iA + Cq{-WTc{E)). 
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indivisible associe et si wjr G W/W\ est tel que Wj}\jr so it dominant admissible 
indivisible, alors la paire bien couvrante (C('u; jr, Wq""^ J"; 0), w^^Ajr) est dans Vo{E), et 

(w^iw^'^X^), x-A) = (A^, a; - A) ^ 0, 

car ici w' = WqW. Ceci est vrai pour toute face de codimension 1 de VVtc(-E)), on a 
done x-A e Cq{-Wtc{E)). Autrement dit, Af^^{K-AxE) C A + Cq{-Wtc{E)). □ 

Le resultat precedent affirme que le polyedre convexe A^^^(A' ■ A x E) est contenu 
dans le polyedre convexe A+Cq(— Wtc(-E)), pour tout A e Aq^^. Nous pouvons montrer 
egalement le fait suivant. 

Proposition 5.4-11- — Pour tout A e Aq_,_, I'element A est dans £s.^^{K ■ A x E). 

Demonstration. — Soit n tel que nA e A*. On sait que {V*f^ ® Ka)^*^ n'est pas 
reduit a I'element neutre. Or, clairement, on a (K*A® Ka)^^ Q {V*f^®Vn\®C[E])^^ . 
D'ou A appartient a ^^^{K -AxE). □ 



CHAPITRE 6 



CRITERE COHOMOLOGIQUE DES PAIRES 
BIEN COUVRANTES DE LA VARIETE 

Kc/B X Kc/B X P(M) 



Dans le chapitre 5, nous avons etabli une liste d'equations affines qui definissent 
le polyedre convexe rationnel /S,^^{K ■ A x E) lorsque A est un poids rationnel de 
la chambre holomorphe Choi- Ces equations proviennent d'une partie des equations 
lineaires determinant le cone ample Cq{Xe(sc)~^ , par projection lineaire. 

De maniere generale, nous avons vu, dans le paragraphe 5.2.8, que nous pouvons 
avoir une description des cones ample et semi-ample d'une variete projective lisse X 
par des inequations lineaires indexees par les paires bien couvrantes de X. 

Le plus souvent, il se revele difficile de determiner I'ensemble de toutes les paires 
bien couvrantes d'une variete projective fixee. Cependant, dans notre contexte, nous 
pouvons nous restreindre a I'etude d'une famille de varietes projectives possedant une 
forme tres interessante. La Proposition 11 de [ReslO] donne une condition necessaire 
et suffisante pour qu'une paire (C, A) soit bien couvrante, dans le cas d'une Kc-variete 
Y de la forme Y = K^/Q x Ki^/Q, ou est un sous-groupe reductif connexe d'un 
groupe reductif complexe connexe Kc et Q (resp. Q) un sous-groupe parabolique de 
Kc (resp. Kc). 

Notre variete Xm '■— Kc/B x Kc/B x P(M) est un exemple de telle Xc-variete, 
lorsque M est un Xc-module de dimension finie. 

Dans ce chapitre, nous ameliorons le critere cohomologique [ReslO, Proposition 11] 
permettant de calculer I'ensemble des paires bien couvrantes de Xm- D'un point de 
vue theorique, ce critere a une consequence qui nous a permis d'obtenir, dans la section 
5.4, les equations de A^^"'"(i<'- A x E) a partir des equations de Cq{Xe(sc)~^ , en prenant 
M — E ® C, avec action triviale de Kc sur le facteur C. D'un autre cote, ce critere 
nous permettra dans le Chapitre 7 de calculer les polyedres moments Ak{Oa) pour 
certains groupes de Lie reels simples G. 



6.1. Le critere principal 

Dans cette section, nous utiliscrons les mcmcs notations que dans le paragraphe 
5.2.1, pour les groupes Tc G B G Kc- Soit C, : Kc — )■ GLc{M) une representation 
complexe de Kc et r := dimcM. On note ic, b et les algebres de Lie respectives. 
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Nous fixons pour le reste de ce chapitre un sous-groupe a un parametre A dominant 
de Tc- On notera -P(A) le sous-groupe parabolique de Kc associe a A. II est standard, 
c'est-a-dire, il contient B, puisque A est dominant. 

Soit P un quelconque sous-groupe parabolique de Kc contenant B. On note Wp le 
groupe de Weyl du sous-groupe de Levi de P contenant T. Pour tout w e W/Wp, la 
sous-variete algebrique := BwP/P de Kc/P est appelee la variete de Schubert 
associee a w. Bien qu'une variete de Schubert ne soit pas forcement lisse, on pent tout 
de meme lui definir une classe fondamentale, qui coincide avec la definition standard 
de classe fondamentale lorsque la variete de Schubert est lisse. Cette definition est 
expliquee dans 1' Annexe B. Les classes fondamentales des varietes de Schubert forment 
une base du Z-module libre }l^{Kc/ P, Z), ce qui nous permet de definir sa base duale 
{(J^]w e W/Wp} dans }i*{Kc/P,1,). On notera egalement [pt] := a^^ la classe du 
point, c'est-a-dire, le generateur de R'^'^^^^'^^'^/^^Kc/ P,1'). Ici, Wq designe le plus long 
element de W. 

Desormais, on considere le sous-groupe parabolique P = P(A) et W\ le groupe de 
Weyl de son sous-groupe de Levi Kq. Remarquons que Wx s'identifie au stabilisateur 
de A dans W (ce qui justifie la notation Wx). Posons I'ensemble des representants 
de longueur maximale des classes de W/Wx- On definit 1' application j : gB e Kc/ B i-> 
gP{X) e Kc/P{X) et I'apphcation induite en cohomologie 

/ : H*(Xc/P(A),Z) li%Kc/B,Z). 

Puisque j est surjective, I'homomorphisme d'anneaux j* est injectif. Ici, nous conside- 
rons }l*{Kc/P{\), et U.*{Kc/B, Z) comme anneaux pour la somme induite par leur 
structure de Z-module et le produit definit par le produit cup. 

II est bien connu que, pour tout w dans W^, on a I'egalitc f{(Twlyw ) = (^wqw dans 
}i*{Kc/B,Z), car wqw est le plus petit element de wqwWx- Ceci redonne I'injectivite 
de f. En particulier, nous avons J*([pt]) = ct^quja' ^-'^ ^® P^^^ long element de 
Wx, cf [Bri05] pour plus de details. 

Nous rappelons que pour tout /c G Z, le sous-espace Mx^k de M est defini par 

Mx,k ■■= {v e M; C(A(^))^; = t'^v, Vt e C*}. 
Pour tout m e Z, on definit les sous-espaces 

M^m := Mx,k et M^rn := Mx,k. 

k<m k^m 

Pour tout m e Z, les trois sous-espaces Mx,m, -^<m et M^m sont stables par K^. On 
remarque que I'ensemble WTc(^<m) est egal a I'ensemble des poids /3 de M tels que 
(A, f3) < m. De meme, f3' G Wtc(M;j^) si et seulement si e Wrc(M) et (A, jS') ^ m. 
En particulier, on a I'union disjointe 

quel que soit m G Z. Pour tout /3 G WrdM), on notera la multiplicite du poids /3 
sur M, c'est-a-dire := dimcMg, ou Mg est I'espace de poids (3 dans M. 



6.1. LE CRITERE PRINCIPAL 
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Soit : A* — > H^(fCc/-B, Z) le morphisme qui envoie un poids /i G A* de Tc sur la 
premiere classe de Chern = ci(£^) du fibre en droites de poids /i. 
On notera p la demi-somme des racines positives de ic- 

Theoreme 6.1.1. — Soit {w,w' ,m) E W'^xW^xZ tel queC{w,w',m) soit non vide. 
La paire {C{w, w', m), A) de Xm est bien couvrante si et seulement si soit w' = WqWWx 
et M^rri = 0, soit les deux assertions suivantes sont simultanement verifiees : 

(0 n,ew.,(M<„)0(-/^)"^ =/([pt]), 

(ii) {wX + w'X, p) + Efc<m(^ - dimc(MA,fc) = 0. 

Le Theoreme 6.1.1 sera demontre dans la section 6.4. Dans I'enonce du theoreme, 
le cas w' — WqWW\ et M<^ = est un cas particulier de {i) et {ii), si on utilise la 
convention que le produit d'elements parcourant un ensemble vide est egal a Uj^ = 1, 
cf Lemme 6.4.3. Par ailleurs, les paires bien couvrantes {C{w,wow,Q),X) sont tres 
particulieres. En effet, elles donnent les equations des faces du cone convexe polyedral 
Cq{—WTc{E)) contenant A, quand on prend M = £' © C, d'apres les resultats du 
paragraphe 5.4.3. 

Lorsque le tore maximal Tc fixe un element non trivial dans M ou, de maniere 
equivalente, si le poids nul est un poids de la representation p, nous sommes capables 

de donner une information supplcmcntairc sur I'entier m qui pent apparaitre dans les 
paires bien couvrantes. C'est le resultat enonce par le Theoreme 5.4.2. Ce resultat est 
essentiel pour pouvoir passer d'un ensemble fini d'equations du cone convexe polyedral 
Cq(Xe0c)^ a un ensemble fini d'equations du cone convexe polyedral Tq^E)., pour 
enfin obtenir des equations de ^^^{K ■ Ax E). 

Preuve du Theoreme 5.4-2. — Soit {w,w',m) G x x Z tel que C{w,w',m) soit 
non vide dans (Xm)^- Supposons que m soit strictement positif. Alors le poids nul est 
dans Wrc(Af<TO,) et H^eWT (M<m) ©(— = 0, car 6 est un morphisme de Z-modules. 
D'apres le Theoreme 6.1.1, on en deduit que la paire {C{w,w',m), X) n'est pas bien 
couvrante, car M<^ 7^ et I'assertion (i) de I'enonce du Theoreme 6.1.1 n'est pas 
verifiee. □ 

Nous terminons cette section avec un coroUaire, qui donne une condition necessaire 
simple pour qu'une paire {C{w,w',m), X) soit bien couvrante. Cette condition neces- 
saire concerne les longueurs de w et w'. 

Soit {C{w, w', m). A) une paire bien couvrante. D'apres le Theoreme 6.1.1, nous avons 
necessairement 

n 0(-/5r=/([pt]), 

done nous avons aussi une egalite sur les degres en cohomologie. En effet, I'egalite 
precedente implique que 

l{wow) + l{wow') + dimc(M<^) = d.imc{Kc/ P{X)). 
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Or, pour tout u G W, on a l{wou) — l{wo) — l{u), car wq est le plus grand element de 
W. Par consequent, on obtient 

l{w) + l{w') = dimc(M<„0 + 21{wq) - dmic{Kc/ P{\)), 

qui s'ecrit egalement de la maniere suivante, 

l{w) + l{w') = 1{wq) + l{wx) + dimc(M<^). 

Corollaire 6.1.2. — Soit {w, w', m) e x x Z tel que {C{w, w', m), A) soit une 
paire bien couvrante. Alors, 

l{w) + l{w') = 1{wq) + l{wx) + dimc(M<^). (6.1.1) 

En particulier, on a M^rn = si et seulement si w' = WqWWx. 

Demonstration. — II reste seulement a prouver la derniere assertion. Par la Remarque 
6.2.2, qui sera donnee en section 6.2, et par le Theoreme 6.1.1, si M<^ = 0, alors 
w' — wqwwx et un calcul direct nous donne 

l{w) + l{w') = l{wo) + l{wx). (6.1.2) 

Nous avons utilise ici le fait que l{w'wx) = l{w') —l{wx), car w' est le plus long element 
de w'Wx et wx est le plus long element de Wx. 

Reciproquement, si w' — WqWWx, alors les equations (6.1.1) et (6.1.2) sont satisfaites, 
done dimc(M<^) = 0, d'ou finalement M<^ = 0. □ 

6.2. Notations et pzirametrage 

Avant de pouvoir demontrer le Theoreme 6.1.1, nous allons choisir une bonne identi- 
fication de P(M) avec une variete des drapeaux K^/Q ad hoc, definie par un homomor- 
phisme de groupes / : — )■ Kc et un tore maximal Tc de tels que f{Tc) C Tc 6t 
Tc C Q- Le choix d'une telle identification nous amene done a realiser un parametrage 
convenable de notre espace vectoriel complexe M. 

Rappelons que nous avons fixe unc fois pour toute un sous-groupe a un parametre 
dominant A de Tc au debut de la section 6.1. 

La premier point a remarquer est que Ton a les inclusions C(-S) C C{P{X)) C -P(A), 
ou P{X) designe le sous-groupe parabolique associe au sous-groupe a un parametre 
A de GLc(M). Le sous-groupe ({B) de -P(A) est resoluble et connexe, done il existe 
un sous-groupe de Borel B de -P(A) qui contient C{B). Le groupe B est alors un sous- 
groupe de Borel de GLc{M). Fixons egalement un tore maximal de Tc de B contenant 

C(rc). 

Nous remarquons que, de la definition meme des sous-espaces Mx,k pour k parcourant 
Z, le fait que C(A(C*)) soit contenu dans Tc implique que les sous-espaces Mx,k sont tons 
Tc-stables. De plus, si on numerote de maniere decroissante {ki > k2 > ■ ■ ■ > ks} — 

{k e Z; Mx^k 7^ 0} les poids de A sur M, et si on note les sous-espaces Vi = (B^j=iMx,kj, 
alors on voit egalement que le drapeau C Vi C • • • C = M est stable par 
P(A), done stable par B. Or B est un groupe resoluble connexe, done Faction de B 
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sur chaque espace vector iel Vi^i/Vi est trigonalisable, ce qui nous donne au final un 
drapeau complet C V( C ■ ■ ■ C. = M stable par B qui est imbrique dans le 
drapeau CVi C ■ ■ ■ CVg = M, c'est-a-dire, 

i 

C C . . . C ydimyi+...+dimy, = Vj pour tout i = 1, . . . , s. 

Le tore maximal Tc etant forme d'elements semi-simples de GLc{M), on peut aise- 
ment verifier qu'il existe une base Bx — {ui, . . . ,Ur) de M formee de vecteurs propres 
communs de Faction de Tc sur M tels que, pour tout i = 1, . . . , r, on ait 

Vect(ui,...,Wi) = V-. 

Et evidemment, chaque Ui est en particulier un vecteur propre de C(^c)- Pour tout 
i e {1, . . . , r}, on notera done /Si G Wtc{M) le poids de Tc sur M tel que Ui e Mg.. 
Nous aurons alors, pour tout i e {l,...,r}, 

C{X{t))ui = t^^'^'^Ui pour tout t e C*. 

II est clair que, du choix du drapeau C V( C ■ ■ ■ C VJ^ — M donnant la base Bx, on 
obtient 

(A, Pi) ^ (A, /3i+i) pour tout i e {1, . . . , n - 1}. 

Maintenant que nous avons fait ce choix de base de M, nous pouvons identifier 
I'espace projectif P(M) avec la variete des drapeaux Kq/Q, ou Kq = GLr{C) et Q 
est le stabilisateur dans Kc de la droite vectorielle Cui, c'est-a-dire, le sous-groupe 
parabolique maximal 

/ = 







(6.2.1) 



Q = 

\ * ... * J 

de Kc- Cette identification est canoniquement definie par 1' application 

gQekc/Q^[g-ui]eF{M). 

Cette application est iiTc-equivariante si on munit Kc/Q de Faction induite par le 
morphisme de groupes 

fx: Kc ^ Kc = GUiC) 
g ^ Matis^iCig))- 

Nous identifions de fagon evidente GLc{M) a Kc = GLr{C). Nous conservons les 
memes notations pour le sous-groupe de Borel B et Ic tore maximal Tc de Kc cor- 
respondants. Des paragraphes precedents, on voit que B est alors le sous-groupe des 
matrices triangulaires superieures de GLj.{C) et Tc celui des matrices diagonales. Par 
la definition de nous avons Tc <Z B <Z Q. 

A partir de maintenant, nous identifions la J^c-variete Xm au produit de varietes des 
drapeaux Kc/ B x Kc/ B x Kc/Q, munie de Faction diagonale de Kc- En suivant cette 
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identification, nous avons une autre description simple et complete des composantes 
irreductibles de la variete projective X^j. En effet, on a 

X^^ [j K^w-^B/B X K^w'-^B/B x k^w'^Q/Q, 

w,w' e W/Wx 
w e Wq\W/Wx 

oil W — Sr (resp. Wx, resp. Wq — Sr-i) est le groupe de Weyl de Kc (resp. du 
sous-groupe de Levi de -P(A), resp. du sous-groupe de Levi de Q). 

Pour i = 1, ... ,r — 1, notons Sj I'endomorphisme de permutation simple associee 
a la base canonique de C'. C'est-a-dire Sj('Uj) = "Uj+i, Si{ui^i) = Ui et Si{uk) = u^. si 
/c ^ {i, i + 1}. Posons = si o • • • o Sfe_i, pour A; = 2, . . . , r, et Wi = id, elements de 
W. 

Nous noterons egalement wx (resp. Wq) le plus long element du groupe de Weyl Wx 
(resp. Wq). 

Lemme 6.2.1. — Soit N = dimc(M;j„). Alors F{Mx,m) = Kc^n^Q/Q WqWn est 
le plus long element de la classe WqW^Wx de Wq\W /Wx- 

Demonstration. — Nous savons deja que ¥{Mx,rn) est une composante irreductible de 
P(M)^. Done ¥{Mx,m) = k^w'^Q/Q, pour une certaine classe w e Wq\W/Wx. De 
plus, par I'identification gQ e Kc/Q ^ [g • ui] e P(M), on a 

F{Mx,m) — k^w~^Q/Q si et seulement si ■ Ui e Mx,m- 

Cela ne depend pas du representant de la classe WqwWx, car la droite Cui est stabilisee 
par Q, done par les elements de Wq. Or, par une recurrence simple, on voit que 
w]^^ ■ ui — sjv-i o • • • o si{ui) — UN, car Si{ui) — Ui+i pour tout i e {1, . . . , A^" — 1}. 
Done ■ ui = un appartient a Mx,m, d'apres la definition de N, de Bx et de I'ordre 
choisi pour les elements de cette base de M. 

La classe WqW^Wx est stable par multiplication a gauche par un element de Wq. 

C'est done I'union disjointe de classes de D'apres le Lemme A. 1.5, I'ensemble 

{wk', A; = 1, . . . , r} est un systeme de plus courts representants des classes de H^q\W^. 
Done WqWnWx se decompose en une union disjointe de classes modulo Wq a gauche, 

WqWnWx = U WqW^. 

ke{l,...,r},{XA)=m 

Toujours par sa definition, N est le plus grand entier de {A: G {1, . . . , r}; (A, (3k) = itt-}- 
Or pour deux entiers k < k', on a l{vwk) = l{v) + k < l{y) + k' = l{vwk'), pour tout 
element v G Wq, d'apres le Lemme A. 1.5. On en conclut que WqWn est le plus long 
element de Wq\W /Wx. □ 

Remarque 6.2.2. — On remarque que A^ = dimc{M^jn) — r — dimc(M<^). On en 
deduit que A^ = r si et seulement si — 0. 
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On deduit du Lemme 6.2.1 que la composante irreductible C{w,w',m) de X^j est 
identifiee a la composante irreductible C{w,w',WqWn) de {Kc/B x Kc/B x Kc/Q)'^, 
ou = dimc(M^^). 

Soit ix ■ g & Kc ^ {g, fx{g)) e Kc x Kc I'injection que nous allons etudier dans la 
section suivante pour demontrer le Theoreme 6.1.1. Cette injection induit I'immersion 
fermee ix : Kc/P{X) — >■ Kc/P{X) x Kc/P{X). Et cette derniere induit une application 
en cohomologie 

il : H*(Xc/P(A) X kc/P{X),Z) E.*{Kc/P{X),Z). 
Nous definissons egalement 1' application 

/f : gP{X) e Kc/P{X) ^ fx{g)P{X) e Kc/P{X), 
et 1' application induite en cohomologie 

^j^Pix)y . ^*^Kc/P{X),Z) WiKc/P{X),Z). 

Nous definissons de maniere similaire et {fx)* en remplagant P{X) et P{X) par 
respectivement B et B. 

6.3. Critere cohomologique 

Comme premiere etape de la demonstration du Theoreme 6.1.1, nous allons donner 
un critere cohomologique pour qu'une paire soit dominante (resp. couvrante). En effet, 
toute paire bien couvrante est en particulier couvrante (et done dominante). 

Soit Kc un groupe reductif connexe et Kc un sous-groupe reductif connexe. Notons 
i : Kc Kc I'injection associee. Soit Tc (resp. Tc) un tore maximal et B (resp. B) 
un sous-groupe de Borel de Kc (resp. Kc) tels que Tc C B c B D Tc D Tc- Soit Q 
(resp. Q) un sous-groupe paraboHque de Kc (resp. Kc) contenant Tc (resp. Tc). On 
ne demande pas que Q soit contenu dans Q. Rappelons que p (resp. p, resp. p) denote 
la demi-somme des racines positives de tc (resp. tc, resp. tc)- 

Lemme 6.3.1 ([ReslO], Lemme 14). — Soit X un sous-groupe d un pammetre do- 
minant de Tc et {w,w) E W x W tel que w (resp. w) est I'element le plus long de la 
classe WqwWx (resp. WqwWx). Alors : 

(1) la paire (C(w, w), X) est dominante si et seulement si GwIw ■ i*{fF^^^) 7^ 0, 

(2) la paire {C{w, w), X) est couvrante si et seulement si a^^w ■ = [pt]. 

Fixons une fois pour toute un sous-groupe a un parametre dominant A dc Tc. Nous 
travaillons maintenant sur la variete Xm, c'est-a-dire qu'on applique le Lemme 6.3.1 a 
Kc — Kc X Kc et a I'immersion fermee i — ix ■ g E Kc ^ {g, i{g)) E Kc x Kc definie 
en fin de section 6.2. 

Soit {w, w', m) un triplet de x x Z tel que C{w, w', m) est non vide. On pose 
w = [w' , WqWj^) E W = W X W. La paire {w, w) verifie les hypotheses du Lemme 6.3.1. 
Et, par le Lemme 6.2.1, la paire (C(w, w', m), X) de Xm est dominante (resp. couvrante. 
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resp. bien couvrante) si et seulement si la paire (C(w, w), A) de Kq/B x Kc/B x Kc/Q 
est dominante (resp. couvrante, resp. bien couvrante). 

Lemme 6.3.2. — Soit {w,w',m) eW^ xW^ x Z. Alors : 

[1.) soil iW<o — 0, et Mors J yawow ■ixy'^(yjow',wow^WN)) J ~ ^"^^"^ -^wow'^ 

(2) s^non f {a^ . = . a^^, . n,.w.,(M<.) ^i'^T^- 

Demonstration. — Tout d'abord, on remarque que 

(^PW\ - r (PW ^ ^PW \ - PW ("f^WV ("rr^W ^ 

* y^WOW J ~ ''X y^WQW' ^ "wqWqWn J ~ "wow' ■ yX J ["woWqWn J ' 

puisque ix est la composition des applications (id x f^^'^^) o A, ou A est I'application 
diagonale Kc/P ^ Kc/Px Kc/P. Alors i* = A* o (id x (/f ^^^)*) ct A* est le produit 
cup. 

Puisque j* est un morphisme d'anneaux pour le produit cup et WqW (resp. Wqw') est 
le plus court element de WqwWx (resp. WqwWx), on a 

P{X) (fP{X)y( PiX) )\ ^ B B *((rP{X)y( PiX) ^\ 
J y^wow -^WQw' ■ \J X I \ woWqWnJ I wow -^WQw' - J \\J\ I V^WOWqWnJ I ' 

De plus, nous avons le diagramme commutatif suivant 

Kc/B Kc/PiX) 

kc/B kc/p{\) 

qui donne 

3 ^(/a ) ('^u)o'«q1"]v) ) ~ (/a ) ip^woWQWiS^ ~ ifx) {^wowqwn) ^ 

car woWqWn est le plus court element de sa classe de W/Wx. Nous en deduisons done 
I'egalite 

* / P(A) PiX) (fPiX)Y( PW )\ ^ rr^ rr^ (f^Y(rr^ ) 
J ywow • '^wow' ' \J X ) \ wowqwn ) J Wqw " ^wqw' • \J X ) wqw ^w ^ ) '> 

pour tout (w, w', m) G x x Z. 

Nous utilisons la formule de Clievalley pour calculer {fxYi'^^Qw-WN)- Tous les re- 
sultats necessaires sont reunis dans le paragraphe A. 2. 

Du Lemme A. 1.6, on a WqWqWn = Sr-i . . . Sat+iSjv lorsque TV G {1, . . . , r — 1}, et 
WoWgWr = id. Done I'equation (A. 2. 6) donne 

ifxn<^^^j = ifxn<.,...sj = Qii-M ■ ■ ■ i-^r)), 

quand N < r, et 

En outre, on remarque que ©(^jv+i ■ ■ ■ Pr) = Ili3eWTc{M<m) ^iPT'^^ car ^^v+i, ■ ■ ■ , Pr 
sont les poids de M<m comptes avec multiplicite. 
On obtient maintenant 1' alternative suivante : 
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soit N = r,et alors f ((^24^ il((7('^^,^^^_2^^^^&;v))) 
soit 1 ^ N < r, et alors 



Or N — r — dimcM<o d'apres la Remarque 6.2.2. On en deduit alors le resultat 
annonce. □ 

La Proposition suivante donne un critere cohomologique pour qu'une paire de Xm 
soit dominante (resp. couvrante). 

Proposition 6.3.3. — Soit {w,w',m) e W^xW^xZ tel que la paire (C {w , w' , m) , X) 
soit non vide. Alors la paire {C {w , w' , m) , X) est dominante (resp. couvrante) si et 
seulement 



P{X) P{\) 
'wow • ^wow' 

(2) sott a^',^J . a^:, • Yl^eWrAM^r.) ^('^T' + ^ ("-^'P- " " " = /([P*])^- 



(1) soit M<o = et awow ■ a^^^J, ^ (resp. M<o = et w' = WqWWx), 

P{\) P{X) 



Ce resultat decoule des Lemmes 6.3.1 et 6.3.2, de I'injectivite du morphisme j* : 

}i*{Kc/P{\), Z) — 7> }i*{Kc/B, Z) , ainsi que de la Proposition 6.3.4 donnee ci-dessous. 
La Proposition 6.3.4 est un fait bien connu, generalisant le resultat pour le cas des 
sous-groupes de Borel dont on pourra trouver la preuve dans [Dem74, Lemme 1 et 
Proposition 1] ou [Che94] par exemple. 

Proposition 6.3.4. — Soit (w,w') e (W^f tel que l(w) + l{w') ^ 1{wq) + l{wx). 
Alors 

,P(X) „PW _ / [Pt] ^' = '^owwx, 
sinon. 



Nous commengons par prouvcr deux lemmes. Pour w G W^, nous noterons Xw^'^^ — 



BwP{X)/P{X) la variete de Schubert generalisee associee a w. 

Lemme 6.3.5. — Soit {w,w') e {W^f. 

(1) Si l{w) ^ l{w') etw^ w', alors X^^''^ n w^X';^^,^^ = 0. 

(2) L' intersection Xw^^^ n WqXwowwx ^st transverse et reduite a wP{X)/P{X). 

Demonstration. — Comme BwP{X)/P{\) est une orbite pour Faction de B sur Kc/B, 
Xw^^^ sera stable par B, done union des X^!''^\ avec dimX^j^'^^ ^ dimX^''^\ et egalite 
si et seulement siw = w' modulo Wx- Le cas de I'egalite provient de la decomposition de 
Bruhat de Kc/P{X) en cellules disjointes U^,,^wxBu/P{X)/P{X), cf [BGG731. De plus, 
la dimension complcxc d'unc variete algcbriquc singulicrc X-i^^^ est cgale l(w) —l{wx), 
car w est le plus long clement de sa classc wWx- Done pour w,w' G W^, 

{w'P{X)/P{X) G ^ C X^W) ^ {l{w') < l{w) ou w' = w). (6.3.1) 
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Fixons w,w' G tels que l{w) ^ /(w'), et supposons que Xw^^'' fl WqX^^^, ^ 0. Si 
Y est une composante irreductible de X^P^^ I"' "^o-^riui' > c'est une variete projective non 
vide, stable par Tc, car chacune des deux varietes X^*'^'' et w^^X^^^, est stable par Tc- Le 
groupe Tc possede done un point fixe dans F, par le theoreme de Borel (Theoreme 21.2 
de [Hum75]). Cast en particulier un point fixe dans Kc/P{\), or le stabifisateur dans 
Tc d'un point gP{X)/P{\) est egal a gTcg'^nTc. Done {Tc)g = gTcg'^nTc = Tc si et 
seulement si g normalise Tc, c'est-a-dire g — w" e W. Et quitte a multipHer a droite g 
par un element convenable de W\ C -P(A), on pent supposer que g = w" E (c'est- 
a-dire de longueur maximale dans sa classe modulo W\). Done w"P{X)/P{X) G X^^^'' 
et WqW "P{\)/P{\) G X2;tl Cela impUque done, d' apres (6.3.1), que 

{l{w") < l{w) ou w" — w) et {l{wow"wx) < 1{wqw'w\) ou w" — w'), 

la derniere assertion venant du fait que le plus long element de la classe wqw'Wx 
est wqw'w\. Ceci decoule du fait que, pour tout u G W , 1{wqu) = l{wo) — l{u). En 
particulier, 1{wqw"wx) < 1{wqw'wx) si et seulement si l{w"w\) > l{w'wx). Et comme 
w' et w" sont Ics elements les plus longs de leurs classes, l{w"w\) = l{w") — l{w\) et 
l{w'wx) = l{w') — l{w\). D'ou 1{wqw"w\) < 1{wqw'w\) est equivalent a l{w") > l{w'). 
De I'hypothese l{w) ^ l{w'), on a necessairement w — w" — w'. On en deduit que si 
w ^ w', alors X^^^^ n WoX^t^, = 0. 

Maintenant, montrons le point (2). D'apres le Theoreme de transversalite de Kleiman 
[Kle74], [BK06, Proposition 3], il existe un ouvert U de Kc tel que Xw^'^'' intersecte 

gwoXwowwx proprement et transversalement pour tout g GU. Mais Kc est irreductible 

p(x) 

et BB~ est un ouvert de Kc, done U intersecte BB^ = BU~ = B x U~ . Or X^ est 
P(\) 

S-invariante et WqXwowwx est i?~-invariante, done pour g = bu f] BB^ , on a 

x:^'^ n (^^oX^i^lj = (fex:(^)) n (6^o^2^lj = b ■ (x^(^) n ^o^^^lj. 

Puisque I'intersection x[S'^^ fl {gwoXwowwx) est transverse, c'est aussi le cas de I'in- 
tersection Xw^^"* fl woXigwwx- On en deduit que Xw^'^^ fl woXwqwwx est de dimension 
0, c'est-a-dire est un ensemble fini de points de K<c/P{\). Or chacun de ces points 
est une composante irreductible de X^*-'*''' r\ WoXwqwwxi done les points de I'intersec- 
tion Xw^^^ n WqXwowwx sont fixes par Tc. On a vu qu'un tel point est unique, c'est 
wP{\)/P{X). D'ou le resultat. □ 

Dans I'enonce suivant, si X est une sous- variete complexe singuliere de Kc/P{X), 
[X] designe la classe de cohomologie obtenue par dualite de Poincare a partir de la 
classe fondamentale de la sous-variete complexe X, cf Annexe B. En particufier, on a 
[Xw''^^] = awowwx pour tout w G W^. 

Lemme 6.3.6. — Pour tout {w,w') G {W^y, on a 

_P(A) PW _ lyPW nin 1 

Demonstration. — On applique a nouveau le Theoreme de transversalite de Kleiman, 
de maniere identique a la deuxieme partie de la preuve du Lemme 6.3.5. II existe un 
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ouvert non vide U de K<c tel que X^'-'^^ intersecte QWqX'^'^^i^ proprement et transversa- 

P{X) 

lement pour tout g &U. L'ouvert lA de intersecte I'ouvert BU~ . De plus, Xw est 



P(X) 

i?-invariante et WqX , est 5^-invariante, done pour tout g = bu G UnBB~ C Kc, 



on a 



Par consequent, on a[X^^'^] .[X:^X^x\= [^o<S.J = [^^^'^n ^;o<tlj. 

Preuve de la Proposition 6.3.4- — Puisque l{w)+l{w') ^ Z(u'o)+/(u'a), on a clairement 
1{wqwwx) ^ l{w'). Done, d'apres le Lemme 6.3.5, on a 

X^W n X^^^^ = / WoWWxP{X) si w' = WoWWa, 
wQwwx ^0 uJow'tuA I sinon. 

Le resultat decoule alors directement du Lemme 6.3.6. □ 



6.4. Demonstration du Theoreme 6.1.1 

Nous allons maintcnant prouver la condition ncccssairc ct sufRsante pour qu'une 
paire de Xm soit bien couvrante. Le theoreme qui suit, de [ReslO], donne un critere 
dans un contexte plus general que celui qui nous interesse dans ce chapitre. Nous 
utiliserons les notations introduites dans la section 6.3. 

Theoreme 6.4-1 ([ReslO], Proposition 11). — Soit {w,w) E W x W tel que w 

(resp. w) est I'element le plus long de la classe WqwWx (resp. WqwWx). Alors la 
paire {C{w,w), X) est bien couvrante si et seulement si les deux assertions suivantes 
sont verifiees : 

(a) aa^^^*KS)=[pt], 

(b) (A, p + w-^p) + {t*iX),p + w-'p) = (A, 2p). 

Dans le cas de la variete Xm, nous sommes capables d'ameliorer les formules donnees 
dans I'enonce du theoreme ci-dessus. 

Fixons de nouveau un sous-groupe a un parametre dominant A de Tc. On applique le 
Theoreme 6.4.1 a nouveau a Kc — Kc x Kc et a la projection i — ix : Kc ^ Kc x Kc 
definie en fin de section 6.2. 

Soit {w, w', m) un triplet de x x Z tel que C{w, w', m) est non vide. On pose 
w = {w' ,WqWi\i) E W = W X W. La paire {w,w) verifie les hypotheses du Theoreme 
6.4.1. Et, par le Lemme 6.2.1, {C{w,w',m), X) est une paire bien couvrante de Xm si 
et seulement si {C{w,w), A) est bien couvrante dans Kc/B x Kc/ B x Kc/Q- 

L'assertion (a) du Theoreme 6.4.1 pour {w,w), est equivalente a I'alternative sui- 
vante : 

- soit = r et w' = WqWWxi 
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- soit l<:N<ret <^ . . UpeWr.iM,^) ^h^T' = /([pt])- 
d'apres les Lemmes 6.3.1 et 6.3.2, la Proposition 6.3.3 et la Remarque 6.2.2. 

II ne reste qu'a prouver que I'assertion (6) du Theoreme 6.4.1, pour {w,w) avec 
w — {w' ,WqWn), est equivalente a requation lineaire 

{wX + w'\ p) + ^{m-k) dimc(MA,fc) = 0. 

k<m 

Nous allons essentiellement utiliser le lemme suivant. 
Lemme 6.4.2. — On a p + {wqWnY^P = Y.'i=n+i ^k,i- 
Demonstration. — D'apres le Lemme A. 1.6, on salt que 

WqWqWn = Wn := Sr-l . . . Sn+iSn- 

Done WqWn — WqWn et 

{wqWnY^P + P = wJIwqp + p. 

Or il est clair que {wJ^^WqP + p) est la somme des racines a e •EH''" telles que wo^jv(A) 
est positive. Comme Wq permute les deux ensembles de racines 

est la somme des racines positives a telles que wn{oi) est negative. Ces racines sont les 
racines 6ln,i, pour + 1 ^ Z ^ r. Le lemme en resulte. □ 

II est clair qu'en developpant , p -\- w'^ p) selon la definition de i\, de p et Kc, 

on obtient 

(i^(A), p + w-^p) = (A, p + w'-^p) + {fl{\),p + {wqWnY^p). 

Par le Lemme 6.4.2 et en utilisant le fait que, pour tout A; = + 1, . . . , r, (A, a.N,k) — 
{X,Pn) - (A,^fe), on obtient 

r 

{n{X),p+{wQWr,)-'p)= J2 ((A,/3iv)-(A,A))- 

l=N+l 

De plus, on a evidemment Af = 0J^jv+i ^ft • Cela implique que 
{nW,p+{wQWNr'p) = - k)dimc{Mx,k) ■ 

k<m 

Par consequent, I'assertion (6) du Theoreme 6.4.1 pent etre reecrite de la maniere 
suivante, 

(A, p + w-^p) + (i*(A), p + w-^p) - (A, 2p) = (A, w'^p + w'-^p) 

k<m 

Done nous avons prouve que I'assertion (6) du Theoreme 6.4.1 pour {w,w), est equi- 
valente a {wX + w'X, p) + X]fe<m("^ ~ ^) dimc(MA,jfc) = 0. 

Lemme 6.4-3. — Pour tout w e W^, on a 

{wX + wqwwxX, p) = 0. 
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Demonstration. — Cela provient directement de wop — —p et w\\ = A, puisque wx G 



Dans le cas N = r, nous avons M<m = 0, d'apres la Remarque 6.2.2. Et cela 
implique claircment que X^fe<m(^ ~ ^) dinic(Mx,A;) = 0. Par le Lemme 6.4.3, on voit 
que I'equation 



est toujours satisfaite. C'est-a-dire, si w' — WqWivx, alors I'assertion (b) est toujours 
verifiee. 

On en conclut que nous avons prouve que la paire {C{w, w', m), A) est bien couvrante 
si et seulement si on a soit w' — wqww\ et M<to = (c'est-a-dire N — r), soit les deux 
assertions suivantes sont verifiees : 



□ 




k<m 



(b) {wX + w'X, p) + Efc<m("^ - dimc(M;,,fe) = 0. 
C'est exactement I'enonce du Theoreme 6.1.1. Ceci termine la preuve. 



CHAPITRE 7 



PROJECTION D'ORBITES COADJOINTES 
HOLOMORPHES. EXEMPLES 



Nous terminons I'etude de la projection d'orbites coadjointes holomorphes en ac- 
complissant le calcul explicite des equations de ces polyedres dans plusieurs cas de 
la classification des espaces symetriques hermitiens irreductibles donnee dans le para- 
graphe 2.1. 



7.1. Equations du polyedre moment A^(Oa) 

Nous utilisons les resultats des Chapitres 4 et 5 pour determiner de maniere generale 
les equations de la projection Ax(C'a) d'une orbite coadjointe holomorphe . 

7.1.1. Deux descriptions du polyedre moment de Ca. — Soit G un groupe 
de Lie reel semi-simple connexe non compact a centre fini, K un sous-groupe compact 
maximal. Nous continuous a supposer que I'espace symetrique G/K est hermitien. Nous 
noterons g et t les algebrcs dc Lie respectives. L'algebre de Lie compacte t provient 
d'une decomposition de Cartan g = £ © p. 

D'apres le paragraphe 2.1, nous pouvons fixer un element Zq G ^{K) tel que ad(;Zo)|p — 
— idp. Rappelons que est le sous-i^-module ker(ad(2;o) =F i) de pc- 

Soit T un tore maximal de K et t son algebre de Lie. Fixons une chambre de 
Weyl de t*. 

Prenons un element A de Choi- Soit '■ ~^ ^* 1' application moment donnee par 
la projection d'orbite definie au paragraphe 1.3. 

Rappellons que le but principal de cette these est de determiner les faces du polyedre 
^k{Oa) '■= *^'c'a(C^a) nt!i_, autrement dit, donner les equations affines qui caracteriscnt 
cet ensemble. Nous allons, pour cela, utiliser un resultat qui donne une autre description 
de Ak{0\) comme polyedre moment d'une variete plus simple a etudier. 

Nous avons vu dans le Chapitre 4 que I'orbite coadjointe holomorphe Oa est K- 
symplectomorphe a la variete symplectique {K ■ A x p,fiK-Axp), munie de Taction 
diagonale de K. Ici l^x Axp designe la forme symplectique sur 7^- A x p obtcmie comme 
produit direct de la forme symplectique de Kirillov-Kostant-Souriau flx A sur I'orbite 
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coadjointe compacte K ■ A et de la forme symplectique lineaire Vlp definie sur p par 

QpiX, Y) = Bs{X, ad(zo)y) pour tous X,Y e p. (7.1.1) 
Le produit direct de ces deux formes symplectiques est donne par 

ou ttk-a :K-Axp^K-Aetnp: K-Axp—)-p sont les deux projections canoniques. 
L'application moment sur p associee est I'application $p : p — > definie pour tout 
V & p par 

{%{v),X) = -Bg{ad{X)v,ad(zo)v) pour tout X e t 

Une application moment pour Paction hamiltonienne de K sur K ■ A x p est 

^K-Axp :{^,v)eK-Axp^^ + %{v) e r. 

On definit alors le polyedre moment 

Ak{K • a X p) := ^K.Axp{K • A X p) n t; 

associe a la variete hamiltonienne {K • A x p, ^K-Axp, ^K Axp)- 

Comme corollaire direct du Theoreme 4.1.1, nous avons le resultat suivant, qui est 
tout simplement I'enonce du Corollaire 4.1.2. 

Theoreme 7.1.1. — Soit G un groupe de Lie reel semi-simple connexe non compact 
a centre fini, tel que I'espace symetrique G/K soit hermitien. Alors, pour tout A e Cho\, 
on a 

Ak{Oa)^Ak{K-Axp). 

Remarque 7.1.2. — Pour eviter toute ambigui'te, dans la suite, nous utiliserons ge- 
neralement p~ a la place de p pour accentuer le fait que la structure complexe K- 
invariante consideree sur p est la structure complexe definie par — ad(2;o). On constate 
qu'en tant que sous-espaces vectoriels reels de pc, les espaces p et p^ sont isomorphes 
pour l'application lineaire L : X E p X+i a.d{zQ)X G p~, qui verifie L(— a.d{zo)X) = 
iL{X) pour tout X &p. 

On s'est done ramene a I'etude des equations du polyedre moment de la variete 
• A X p~, produit direct de I'orbite coadjointe compacte • A, ou A e Choi C t!^, et 
de la representation complexe de dimension finie p~. 

On pent definir une structure hermitienne X-invariante sur p~ par 

hp-{X,Y) = Bg{X,Y) - iBg^^{X,ad{zo)Y) pour tous X,Y ep, 

pour I'isomorphisme i^-equivariant L : p ^ p~ defini dans la Remarque 7.1.2. La forme 
symplectique /T-invariante associee est 

flp- {X, Y) = Bq{X, Sid{zQ)Y) pour tous X,Y ep, 

c'est-a-dire la forme symplectique correspondant a (7.1.1) par I'isomorphisme L. On 
note ( : k & K ^ Ad(A;)|p- e ^(p~) le morphisme de groupes ainsi obtenu. 
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Soit A un element de AQplChoi- Le Theoreme 7.1.1 et le Corollaire 5.1.5 montrent que 
Ai^(OA) = Ak{K-Axp~) est Fadherence dans t* du polyedre convexe A'^^{K-Axp~) 
de Aq. Nous appliquons done les resultats de la section 5.4, pour E = p~ . Comme vu 
dans I'Exemple 5.1, I'application moment associee est propre. 

L'hypothese qui nous manque est la propriete de finitude du noyau du morphisme 
C : X — >■ necessaire pour terminer I'etude du polyedre A.k{K ■ A x p~). Dans le 

cas des espaces symetriques hermitiens irreductibles, nous avons une reponse positive 
a la question de finitude du noyau du morphisme 

Lemme 7.1.3. — Si G est simple, alors le noyau du morphisme de groupes ( : K ^ 
U{p~) est egal au centre Z{G) de G. En particulier, ker^ est fini. 

Demonstration. — Soit k G kei^. Cela signifie que, pour tout Y G p^, nous avons 
Ad(A;)F = Y. Puisque les deux i^-modules p et p~ sont isomorphes, nous aurons aussi 
Ad(A;)y' = Y' pour tout Y' G p. On a done, pour tons Y,Zep, 

Ad{k)[Y,Z] = [Ad{k)Y,Ad{k)Z] = [Y,Z]. 

Par consequent, Ad(A;) est I'identite sur [p,p] = t, ceci etant vrai car g est simple 

(d'apres [Kna02], probleme 24 page 430). Par linearite, puisque g = t (B p, Ad{k) 
laisse fixe chaque element de q. D'ou k G ker(Ad) = Z{G). On en deduit I'inclusion 
ker^ C Z{G). Et il est clair que Z{G) C ker^. D'ou le resultat. □ 

7.1.2. Les equations de la projection d'orbite coadjointe holomorphe. — 

Maintenant nous considerons le groupc produit direct 

G^ KoxGiX---xGs, (7.1.2) 

ou Kq est un groupe de Lie semi-simple compact connexe a centre fini, s ^ 1 et 
G...,Gs des groupes de Lie simples connexes non compacts a centres finis. 

Chaque algebre de Lie gj, associee au groupe Gi, a une decomposition dc Cartan 
Qi = ti® pi, pour i = 1, . . . , s, induisant une decomposition de Cartan g = t © p pour 
g, ou 

s s 

B:=0B„ et p:=0p,. 

i=0 i=l 

Si K, Ki, . . . , Ks designent les sous-groupes de Lie connexes respectifs de G.Gi, . . . ,Gs 
d'algebres de Lie . . . , ts, alors I'isomorphisme entre G et Kq x Gi x ■ ■ ■ x Gs induit 
un isomorphisme entre K et Kq x Ki x ■ ■ ■ x Kg. 

Fixons, pour chaque i — 0, . . . , s, un tore maximal Tj de K^ et notons T le tore de 
K s'identifiant a Tq x Ti x ■ ■ ■ x Tg par I'isomorphisme precedent. II s'agit egalement 
d'un tore maximal de K. On note leurs algebres de Lie respectives t et io,ti, . . . ,1^, 
et choisissons des chambres de Weyl t;^ et (t^)+, (1^)+, . . . , (t*)+, de sorte que = 

(ts)+x(tt)+x---x(t:)+. 
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Soit A G t*^_, qui s'identifie a Telement (Aq, Ai, . . . , A^) de (to)+ x x ■ ■ ■ x (t*) + . 
Alors I'orbite coadjointe 0\ s'identifie clairement au produit des orbites coadjointes 

Oao X Oa, X ••• X C»A,. 

L'action induite de K sur Oa correspond a Faction de Kq x Ki x ■ ■ ■ x Kg sur 
Oao X X ■ ■ ■ X Oa^ ■ Ces deux actions sont hamiltoniennes et on pent aisement 
verifier que Ton a I'egalite 

Ak(Oa) = Ako(C»Ao) X AkAOa,) X • • • X A^,(OaJ. 

Le terme Ako{Oaq) est reduit au point Aq, puisqu'il s'agit de la projection d'une 
orbite coadjointe de Kq par rapport a Faction hamiltonienne de ce meme groupe Kq. 
Par consequent, on a 

Ak{Oa) = {Ao} X Ak,{Oa,) X • • • X A^^(C»aJ. 

On pent ainsi supposer que le groupe G est simple non-compact, ou bien, ce qui est 
equivalent, que G/K est symetrique hermitien irreductible. 

Pour le reste de ce paragraphe, nous supposerons done que G verifie I'hypotliese 
suivante : 

G est un groupe de Lie reel simple connexe non-compact a centre , ^ , 

fini, avec G/K hermitien. 

Le Lemme 7.1.3 nous indique que nous pouvons appliquer les resultats des Chapitres 
5 et 6 afin de determiner les equations de la projection d'orbite Ak{Oa)- 

Rappelons que I'ensemble fini Vo{p^) a ete introduit en Definition 5.4.1. II s'agit de 
I'ensemble des paires bien couvrantes {G{w,w\0), X) de ^p-©c — Kc/B x Kc/B x 
P(p~ ® C) telles que A soit dominant indivisible p~-admissible. 

Theoreme 7.1.4 (Equations de Ax(Oa))- — On suppose que G verifie I'hypothese 
(7.1.3). Soient A e Aq nChoi ^ e f^. Alors ^ appartient a Ak{Oa) si et seulement 
s'il verifie les equations 

{wX, ^ {wow'X, A) 
pour toute paire {G{w, w', 0), A) e Vo{p~)- 

Demonstration. — La preuve se deduit directement du fait que Ak{Oa) — Ak{K ■ 
A X p~) est I'adherence de A^^{K ■ A x p~) dans t*, du CoroUaire 5.4.4 et du Lemme 
7.1.3. □ 

Remarquons qu'ici, les poids de Tc sur p~ sont les racines non compactes negatives, 
c'est-a-dire >Vtc(P~) = De plus, un sous-groupe a un parametre dominant A est 
p~-admissible s'il existe n — 1 racines non compactes positives . . . telles que 

CA = n:ri'kerA. 

Du paragraphe precedent, nous pouvons tirer les proprietes geometriques attendues 
sur le polyedre convexe Ai^(CA)- 

Proposition 7.1.5. — On suppose que G verifie I'hypothese (7.1.3). Soit A e Aq n 
Choi. Alors A e AKiOA) et Ak{Oa) C A + C^{^+). 
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Demonstration. — Ces assertions decoulent directement des Propositions 5.4.10 et 
5.4.11. □ 

Proposition 7.1.6. — On suppose que G verifie I'hypothese (7.1.3). Soit A e Aq n 
Choi. Alors Af^iK • A x p") C Choi- En particulier, pour tout A e Aq fl Choi; on a 
Aif (Ca) C Choi. 

Demonstration. — D'apres la Proposition 5.4.10, on a /S^'^ {K ■ Kxp') C A+Cq(9^+). 
La chambre Choi est egale a 

Choi = {eet;;(^,0>0,V^e!H+}, 

ou (•, •) est le produit scalaire sur t* induit par le produit scalaire sur g. Pour 
toutes racines P,^' e 91+ , la somme ^ + /3' ne pent pas etre une racine d'apres la 
preuve de [Kna02, Lemme 7.128], ni 0, done d'apres [Kna02, Proposition 2.48 (e)], 
necessairement {(3,(3') ^ 0. Done tout element ^ de C]r(91^) verifie ^ pour 

toute racine (3 G 9^^. Et si A appartient a Aq fl Choi, on a > pour tout 

i e (A + CK(fK+)) et pour tout (5 G II est maintenant clair que A^^{K ■ A^i p") C 
(A + Cq(9^^)) n t!j_ C Choi, des que A appartient a Aq n Choi- Et la derniere assertion 
provient du fait que Aj^(Ca) est I'enveloppe convexe de A.'^^{K ■ A x p~) dans t* 
lorsque A G Aq n Choi- □ 



7.2. Sous-groupes a un parametre dominants indivisibles et p -admissibles 
pour le cas des groupes classiques 

Dans cette section, nous allons donner la liste complete de tons les sous-groupes a un 
parametre dominants indivisibles et p~-admissibles apparaissant pour chaque espace 
symetrique hermitien G/K avec G simple connexe non compact a centre fini classique, 
c'est-a-dire G = ,Sp(2n,M), SU(p,q), S0*{2n) et S0{p,2). 

7.2.1. Le groupe SU{n, 1), n ^ 2. — Le cas du groupe SU{n, 1) est le plus simple. 

En effet, ici, le sous-groupe compact maximal est isomorplie a U (n) et p~ est isomorphe 
a C". Le nombre de racines non compactes negatives (qui sont les poids de Paction de 
U (n) sur p~) est egal a la dimension du tore maximal des matrices diagonales de U (n), 
et on peut facilement verifier qu'elles forment une famille libre de formes lineaires sur 
t. Notant ^1, . . . , ^„ les racines non compactes positives de SU{n, 1), il est clair que les 
sous-groupes a un parametres p~-admissibles sont les A tels que 

CA= P|kerA 

pour un certain A; G {1, . . . , n}. 

Rappelons que = 2el + J2jjtk ®^ notons A^ = nCk — X^j^fe ^j- On verifie aisement 
que C\k = f]^_^^ker/3j et {Xk, f^k) = n + 1. Done les sous-groupes a un parametre 
indivisibles et p~-admissibles sont les sous-groupes a un parametre iA^, pour k — 
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1, . . . , n. On obtient I'enonce suivant. Ici, Tc designe le groupe des matrices diagonales 
de GLn{C). 

Theoreme 7.2.1. — L 'ensemble des sous-groupes a un parametre dominants indivi- 
sibles p~ -admissibles de Tc associes d G = SU{n, 1) est 

ou Ai = (n, -1, . . . , -1) et -A„ = (1, . . . , 1, -n). 

7.2.2. Le groupe Sp{2n,M), n ^ 2. — Lorsque G = Sp{2n,'R), le sous-groupe com- 
pact maximal est a nouveau U{n) et le ?7(n)-module est isomorphe a la representa- 
tion standard S^{{C")*) de U{n) (et le 6'"(n)-module p+ est isomorphe a 5'^(C")). Les 
racines non compactes positives sont les formes lineaires Pij = e*-\-e*, avec 1 ^ i, j ^ n. 
Remarquons que f3ij — pour tout II suffit done de parametrer les racines 
non compactes positives par ^ avec 1 ^ i ^ j ^ n. Nous noterons specifiquement 
A = A,i = 2e*, pour i = 1, . . . , n. 

Soit A = (Ai,...,A„) un sous-groupe a un parametre dominant de Tc. On note 
L := {Afc; k = 1, . . . ,n} et L'^y^ := {L n {—L)) fl N. Nous noterons egalement, pour 
X G Z, 

I{x) := {1 ^ i ^ n; Xi = x}. 

Remarquons qu'un entier / appartient a L si et seulement si /(/) 7^ 0. De plus, un 
entier positif I appartient a L^^^ si et seulement si /(/) 7^ et /(— /) 7^ 0. Puisque 
A est dominant, pour I e \ {0} tout element i e I{1) et j e -?^(— 0) on aura 
i < j. Notons enfin Wtc(Pao) I'cnscmblc des racines non compactes positives (3 telles 

que (A, /3) = 0, autrement dit, CA C ker/3. Le sous-groupe a un parametre A sera 
p~-admissible si et seulement si CA = H/seWT (p"*" ) f^' d'aprcs la Remarque 5.3.3. 

Une racine 1 ^ i ^ j ^ n, appartient a Wtc (Pao) seulement si Xj = — Aj. 
Distinguant deux cas, f3ij G Wrt- (p^g) seulement si j G /(— Aj). Nous obtenons 
done une partition de rcnscmble Wrf.(pAo) 

>VTc(Pto)= U {AJ;^e/(0,Je^(-0}■ 

Par definition des elements /3j j, nous voyons clairement que pour tout / G L'^y^^, le 
sous-espace engendre par I'ensemble de vecteurs {f3ij;i G G /(—/)} est contenu 

dans Vect{e*;? G /(/) U /(—/)}. De plus, si / 7^ sont deux elements de L'^y^, alors 
(/(/) U /(-/)) n (/(/') U /(-/')) = 0- On en deduit I'egalite suivante, 

Vect(>VTe(pto)) = Vect{A,,;^e/(/),JG/(-0}. 

Done, en termes de dimension, on a 

dimVect(>VTe(pto)) = Yl dim Vect{Aj; ^ e /(O, J G /(-i)}. 
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Lorsque / = 0, on a 'Vect{f3ij;i G /(0),j G /(O)} = Vect{e*;i G /(O)}, ce qui implique 
dim Vect{/9jj; i G /(0),j G /(O)} = |/(0)|. II reste done a calculer les dimensions 
dim Vect{/9i j; i G G /(—/)} lorsque / > 0. Dans cette situation, nous avons 

/(/) n /(— /) = 0, mais /(/) et /(— /) sont non vides. 

Lemme 7.2.2. — Soient E et F deux espaces vectoriels non nuls, (ei,...,ep) une 
base de E. (/i, . . . , f^) une base de F . On definit les vecteurs Uij := (cj, fj) & E x F, 
pour tout G {1, . . . ,p} X {1, . . . , g}. Alors 

dim Yect{uij; l^i^p,l^j^q}=p + q — 1 = dim E + dim F — 1. 

Si, de plus, /i, I2 C {1, . . . ,p} (resp. Ji, J2 C {1, . . . ,p}) verifient Ii H I2 — (resp. 
nJ2 = alors 

Demonstration. — Quitte a changer les notations, on pent supposer que dimE = p ^ 
q — dim F. Le cas p = g = 1 est trivial. On suppose done g ^ 2. On definit la famille 

£ = . . . ,Mp,l,Ml,2, • • • 

Puisque pour tout i = 1, . . . ,p, j = 1. . . . ,q, on a Uij = Ui^i + uij — la famille C 
engendre I'espace vectoriel Vect{Mjj; 1 ^ i ^ p, 1 ^ j ^ g}. Montrons qu'elle est aussi 
libre. Considerons done la combinaison lineaire 

p g 

i=l j=2 

En appfiquant successivement a cette egafite les formes lineaires sur E x F, (e*, 0) et 
(0, /*) pour 1 < i ^ p et 1 < J ^ g, on obtient X2 — ■ ■ ■ — Xp = et y2 = . ■ ■ — Vg — 0. 

II ne rcstc done que AiWi^i = 0. Mais comme -Ui^i n'est pas le vecteur nul, nous avons 
necessaircment Ai = 0. On en conclut que la famille C est libre, done une base de 
Vect {uij; 1 ^ i ^ p, 1 ^ j ^ g}. Le resultat decoule du fait que C est composee de 
p + g — 1 elements. 

Pour montrer la derniere assertion, il suffit de voir que pour tout {ik,jk) & h x Jk, 
avec A; = 1, 2, on a Ui^j,^ G Vect{ei}ie7j, x Vect{/j}jgj^. Par consequent, on obtient 

Vect{MiijJ(i^j^)e/^x,/i n Vcct{Mi2j2}(i2j2)e/2xJ2 

C (Vect{ei}ie7, n Vcct{ej}ig/J X (Vect{/j}jeJ2 H Vect{/j}jgjJ = 0, 

puisque (ei,...,ep) (resp. (/i,...,/^)) est une base de E (resp. F) et puisque les 
ensembles Ii et I2 (resp. Ji et J2) sont disjoints. □ 

Remarque 7.2.3. — Par une recurrence evidente, on peut montrer que si on a des 
parties disjointes Ii, . . . ,1^ (resp. Ji, . . . , Jk) de {1, . . . ,p} (resp. {1, . . . , g}), alors les 

sous-espaces yect{ui^jJ(i^j^)aixJi, ■ ■ ■ ,y^cH'^ik,jk}iik,h)eikxJk ^^nt en somme directe 
dans E X F. 
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II faut aussi noter qu'en general, on n'a pas mieux que I'inclusion stricte 

Par exemple, en prenant Ik — {ik} et Jk — {jk}, avec k — 1,2 et ii ^ 12, ji 7^ J2, on 
aura dim Vect{MiijJ(j,j,)e/,xJi ®^^ct{ui^j2}{i2,j2)ei2xJ2 = 2, alors que le sous-espace 
vectoriel Vect{wjj}(jj)g(7ju72)x(JiuJ2) ^^^^ dimension |7i U /2I + U J2I — 1 = 3. 

Lemme 7.2.4- — Soit I e L+j^ tel que I ^ 0. Alors on a 

dimVect{A,i;^ e G /(-/)} = |/(/)| + - 1- 

Demonstration. — On pose E — Vect{e*;i e et F — Vect{e*;j e /(—/)}. 

Puisque /(/) fl = , alors fl F = et on se retrouve dans la configura- 

tion dc I'enonce du Lcmme 7.2.2. La base utilisee dans E est la base (e*)jg/(;) et celle 
dc F est (e*)jg/(_;). Les elements Pi j, avcc i G /(/) et j G /(— /) correspondent bien aux 
vecteurs Uij. Enfin, comme les dimensions de ces espaces vectoriels sont dim£' = |/(/)| 
et dimF = |/(— /)|, on obtient bien le resultat attendu. □ 

Notons maintenant Lasym = L \ {L H {—L)). Des Lemmes 7.2.2 et 7.2.4 et de la 
Remarque 7.2.3, on deduit les egalites suivantes, 

dimVect(>VTe(pto)) = E dim Vect{Aj; ^ e /(O, J G /(-i)} 

i<=r + 

= 1/(0)1+ E (|/(OI + |/H)l-i) 

|/(o)l+ E |/(OI + |/H)l] -l^sV\{o}l 



n 



- E m\-Ku.\m. 



Or, Lasym C L, done pour tout / G I^asym! -^(0 ^st non vide. On en conclut que la 
dimension de I'espace vectoriel Vect(WTc(pA 0)) egale a n — 1 (c'est-a-dire A est 
p~-admissible) si et seulement si I'une des deux alternatives suivantes est verifiee : 

CO |L+„A{O}| = letLa,y^ = 0; 

in) 4V \ {0} = 0, L^ym = {/} et |/(/)| = 1. 

Dans le premier cas, la valeur pent apparaitre ou non dans L. Dans le second, la 
valeur doit apparaitre exactement n — 1 fois (avec n ^ 2) . On note 

\k,i^il^_^, 0^_^ ^.,-1) , (7.2.1) 

k termes n-{k+i) termes i termes 

pour tout k — l,...,n — l,l — l,...,n — k. On pent maintenant en deduire le theoreme 
suivant. 
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Theorems 7.2.5. — L 'ensemble des sous-groupes a un parametre dominants indivi- 
sibles -admissibles de Tq associes d G = Sp{2n,M.) est 

'4^^5p(2n,M, = {(!' 0, . . . , 0), (0, . . . , 0, -1)} U {Xk,i; k^l,...,n-l,l = l,...,n-k}. 
Le cardinal de >^d'>T^sp(2nM) ^9^^ ^ n{n-i) _|_ 2 

7.2.3. Le groupe S0*{2n), n > 3. — Le groupe G = S0*{2n) est le dernier de la 
lists a avoir U (n) pour sous-groupe compact maximal. De plus, p" est isomorphe au 
C/(n)-module standard A^((C"')*). Les racines non compactes positives sont les formes 
lineaires j3ij — e* + e*, avec 1 ^ i < j ^ n. Nous avons a nouveau — 

Le calcul des sous-groupes a un parametre dominants p~-admissibles de Tc est tres 
similaire au cas du groupe Sp{2n^M). Nous gardons les memes notations que celles 
introduites dans le paragraphe 7.2.2. 

Soit A un sous-groupe a un parametre dominant de T^. La seule difference par 
rapport au paragraphe precedent apparait dans la dimension de I'espace vectoriel 

Vect{A,,;^e/(0),jG/(0),2<j}. 

Lemme 7.2.6. — Si |/(0)| G {1,2}, alors dimVect{f3ij; t G /(0),j G l{0),i < j} = 
|/(0)| - 1. Si |/(0)| ^ 3, alors dimVect{/3ij;i G /(0),j G l{0),i < j} = |J(0)|. 

Demonstration. — Le cas |/(0)| = 1 est trivial puisque {(Sij;i G /(0),j G l{0),i < 
j} = dans ce cas-la. Ensuite, si |/(0)| = 2, I'ensemble {f:^ij;i G 1(0), j G 1(0), i < j} 
aura un seul element, qui est non nul, done engendrera un espace vectoriel de dimension 
1. 

Supposons maintenant que |/(0)| ^ 3. Sans perdre de generality, on peut supposer 
que 7(0) = {1, . . . avec p ^ 3. Nous avons 

Vect{Aj;i e /(0),j G /(0),i < j} C Vect(e^)fe=i,...,p 

et, par consequent, la dimension de Vect{/3jj;i G /(0),j G l{0),i < j} est inferieure 
ou egale a |/(0)| — p. Montrons que la famille (/52,3, /5i,2, /3i,3, • • • ,/9i,p) est libre. Pour 
cela, considerons des scalaires /ii, . . . , /ip tels que 

A*l/?2,3 + fJ'2pl,2 + A«3/3l,3 + . . . + IJ'p^l,p = 0. 

Appliquant le vecteur a cette combinaison lineaire de formes lineaires, pour /c ^ 4, 
cela nous donne /ik — pour tout k ^ A. 1\ ne reste done plus que la combinaison 
lineaire lJ-iP2,3 + 1^2^1,2 + 1^-3^1,3 — 0. Autrement dit, tout se passe dans le cas |/(0)| = 3. 
Or on peut facilement verifier que la famille (/32,3, /3i,2- /^ls) est libre. On en deduit 
que tons les scalaires /i^ sont nuls et que la famille (/32,3) f^i,2, f^i,3, ■ ■ ■ , f^i,p) est libre. 
Cette famille est constituee de p vecteurs de Vect{/3ij;i G l{0),j G /(0),i < j}, ce qui 
permet de conclure la preuve du lemme. □ 

On deduit du lemme precedent que lorsque |/(0)| = ou |/(0)| ^ 3, alors 
dimVect(>VT,(p+o)) = ^- E 1^(01 - |i^s% \ {0}|, 
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comme dans le cas de Sp{2n,M.). On en deduit que les sous-groupes a un parametre A 
dominants indivisibles p~-admissibles sont les sous-groupes a un parametre A^,; definis 
en (7.2.1), pour — 4et/ = l,...,n — /c — 3 (pour |/(0)| ^ 3), ainsi que les 

sous-groupes a un parametre Xk,n-k avec k — 1, . . . ,n — 1 (pour |/(0)| = 0), et enfin 
(1, 0, . . . , 0) et (0, . . . , 0, -1) lorsque n ^ 4. 
Pour |/(0)| = 1,2, nous aurons 

dimVect(>VTe(pto))=^-l- E lAOl - l4+ym \ {0}|, 

ce qui implique que Ton doit necessairement avoir Lasym = et L'^y^ — {0}. Mais 
alors /(O) = {1, ■ ■ ■ ,n}, avec n ^ 3, et |/(0)| ^ 2, ce qui est impossible. Done le cas 
|/(0)| = 1,2 n'apparait pas pour A dominant p~-admissible. 

Theoreme 7.2.7. — L 'ensemble des sous-groupes d un parametre dominants indivi- 
sibles p~ -admissibles de U{n) associes a G — SO*{2n) est 

'4^^50-(2n) = {(1, 0, . . . , 0), (0, . . . , 0, -1)} U {Afc,„_fc; /c = 1, . . . , n - 1} 
U {\k,h k = 1, . . . ,n - 4,1 = 1, . . . ,n - k - 3} 

lorsque n ^ 4, et 

Adm+o,^^^ = {(1, -1, -1), (1, 1, -1)}. 

7.2.4. Le groupe SU{p, q), p ^ q ^ 2. — Nous allons maintenant donner la liste des 
sous-groupes a un parametre dominants indivisibles p~-admissibles associes au groupe 
G — SU{p, g), lorsque p ^ g ^ 2. Le cas SU{p, 1) a ete fait dans le paragraphe 7.2.1. 

Rappelons que les racines non compactes positives de 5u(p, q) sont les formes lineaires 
fii,p+j = e* — e*^j de t*, pour 1 < i < p et 1 < j < g, cf paragraphe 2.4.2. 

Commengons par demontrer le lemme suivant. 

Lemme 7.2.8. — Soit I C {1, . . . ,p} et J C {1, . . . ,q} deux ensembles non vides. 
Alors 

dimVect({A,p+j}ig/jgj) = |/| | J| - 1. 

Demonstration. — Ce lemme decoule du Lemme 7.2.2, ou £^ = Vect(e*)i=i,...,p, F — 
Vect(e*)j=p+i,...,p+5, et on prend pour bases de et F respectivement (e*, . . . , e*) et 

Soit A un sous-groupe a un parametre dominant de Tc. Nous noterons 

L := {Afe; A; = 1, . . . ,p} n {\p+k'] k' = 1, . . . ,q} C Z 

I'ensemble des valeurs qui apparaissent a la fois parmi les p premieres composantes et 
les q dernieres composantes du {p + g)-uplet A. Nous definissons egalement les deux 
sous-ensembles de Z suivants, pour tout n G Z, 

I{n) := {1 ^p;Xi = n} et J{n) := {1 ^ j ^ q; Xp+j = n} . 
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Les parties I{n) (resp. J{n)), pour n parcourant Z, sont deux a deux disjointes. De 
plus, pour tout £ G Z, I'entier i appartient a L si et seulement si et J{i) sont tous 
les deux non vides. 

Nous rappelons que Wtc(Pao) egal a I'ensemble des racines non compactes posi- 
tives /3 verifiant (A, /3) — 0. Nous pouvons travailler sur les racines positives en lieu et 
place des racines negatives, car on a WrdP'^) = -Wtc(P~) et >Vtc(Pa,o) ^ ~Wtc(Pa,o)' 
ce qui nous permet d'ecrire 

Pi ker^= Pi ker^'. 
/5e>VTc(Pto) /3'eWTc(P^,o) 
Soit G {1, . . . ,p} X {1, . . . , g}. Les assertions sont clairement equivalentes : 
(i) la racine non compacte positive appartient a Wtc(Pao) ' 

(zz) J G JiXi) ; 
(m) i G ; 

{iv) il existe un entier £ G L tel que i & et j G J{i)- 
On a done 

Wtc(pJo) = \J{^r, ihj) e X m}. (7.2.2) 

Lemme 7.2.9. — Les sous-espaces vectoriels Vect {{f3i,p+j}i£i{e),jeJ{e)) > pour i par- 
courant L, sont en somme directe dans t* et, plus exactement, 

Vect (>VTe(pto)) = Vect 

Demonstration. — La somme directe decoule directement de la deuxieme assertion du 
Lemme 7.2.2, en utilisant la propriete que si E L sont distincts, alors I{£) fl = 
= J{i) n J{i'). Et d'apres I'egalite (7.2.2), cette somme directe est forcement egale 
au sous-espace de t* engendre par les elements de Wtc(Pao)- '-' 

Notons maintenant / = UeeLH^-) et J = Ui^LJi^)- On a U^eL/(£) x J{i) C / x J, ce 
qui donne, d'apres le Lemme 7.2.9, 

Vect {WtApIo)) C Vect ({A,p+i}(ij)e7x j) ■ 

On en deduit que la dimension du sous-espace vectoriel Vect (VVrc(pAo)) ^* 
majoree par la dimension de Vect ({A,p+j}(i,j)67xj)) et, par consequent, 

dim Vect {WTcipto)) ^ |/| + I J| - 1 ^ P + g - 1, (7.2.3) 
par le Lemme 7.2.8. De plus, une autre application du Lemme 7.2.8 donne la dimension 

dimVect({/3,,p+,},e,(^)jeJw) = + \Ji^)\ " 1, 

pour tout i E L. Ceci est vrai puisque, par definition de L, /(■) et J(-), les ensembles 
I{£) et J{£) sont des parties respectivement de {1, . . . ,p} et {1, . . . , g}, toutes les deux 
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non vides des que ^ appartient a L. D'apres le Lemme 7.2.9, nous pouvons calculer la 
dimension suivante, 

dimVect (>Vtc(Pa,o)) = Xl^^"^^®^^ ({A,p+j}ie/Wj6J(^)) 

= |7| + |J| - |L|. (7.2.4) 

Supposons maintenant que A est p "-admissible. Cela signifie que 

dim Vect (>Vtc(Pa,o)) = dimt* - 1 = p + g - 2. 

Des equations (7.2.3) et (7.2.4), on obtient 

p + g-2 = |/| + |J| - |L| ^ |/| + |J| - 1 ^p + g- 1. (7.2.5) 

Or, par les definitions de / et J, on doit avoir |J| ^ p et |J| ^ g'. Ainsi, on doit 
forcement avoir (|/|, \ J\) e {(p, q — 1), (p — 1, g), (p, q)}. 

Determinons les sous-groupes a un parametre dominants indivisibles p~-admissibles 
de Tc dans chacun de ces cas. Commengons par le cas |/| — p — 1 et |J| = q. On 
a done / = {1, . . . ,p} \ {io}, pour un certain iq e {1, ■ • • ,p}, et J = {1, . . . , g}. En 
appliquant ces valeurs a I'equation (7.2.5), on a p + g — 2 = (p — 1) + g — |L|, done 
\L\ = 1, c'est-a-dire L = {£}. Done, 

- pour tout j e {1, . . . , g}, Xp+j = i, 

- pour tout i e {1, . . . ,p} \ {^o}; K = 
-et\i,^{p + q- l)L 

Cette derniere egalite vient du fait que A est un element diagonal de slp+5(C), done 
la somme de ses composantes doit etre nulle. Pour que A soit indivisible, il faut alors 
prendre £ G {±1}- Pour que A soit en plus dominant, il faut I = 1 ei Iq = on £ — —1 
et io = 1- Done on obtient les deux sous-groupes a un parametre suivants : 

A= (!,...,!, 1-p-g; !,...,!) ou A = (p + g - 1, -1, . . . , -1; -1, . . . , -1). 

Pour |7| = p et I J| = g — 1, le raisonnement est similaire. On obtient 

A= (l,...,l;l,...,l-p-g) ou A = (-1, . . . , -l;p + g - 1, -1, . . . , -1). 

Enfin, prenons maintenant |/| = p et \J\ = g, c'est-a-dire 7 = {1, . . . ,p} et J = 
{1, . . . , g}. L'equation (7.2.5) implique \L\ — 2. On note L — {a, 6} avec a ^ b. On a 
ainsi les deux partitions 

{l,...,p} = 7(a) U 7(6) et {1, . . . , g} = J(a) U J(6). 

Pour que A soit dominant, comme on a pris a ^ 6, il faut avoir que tout indice dans 
7(a) (resp. dans J (a)) soit plus petit que tout indice dans 7(6) (resp. J{b)). II existe 
done deux entiers A; G {1, . . . ,p — 1} et / G {1, . . . , g — 1} tels que 

- 7(a) = {!,..., A-;} et 7(6) = {A; + 1, . . . ,p} ; 

- J(a) = {l,...,/} et 7(6) = {/ + l,...,g}. 
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Le sous-groupe a un parametre dominant p -admissible correspondant est 

{a^_-23' ■,a^_^^^, 6^^^^^ ). (7.2.6) 

k termes p-k termes / termes q-i termes 

Theoreme 7.2.10. — Les sous-groupes a un parametre dominants indivisibles p~- 
admissibles de Tc pour G — SU (p, q) sont les sous-groupes a un parametre Xk^i definis 
en (7.2.6); pour tous k — 1, . . . ,p — 1 et I — 1, . . . ,q — 1, avec 

p + q-k-l ^ , -{k + l) 

a — r- et b = r-, 

pgcd(p + q- k-l,k + l) Pgcd(p + q-k-l,k + l) 

et les quatre sous-groupes a un parametre suivants, 

\,q-i := (1, ■ ■ ■ , 1; 1, ■ ■ ■ , 1, 1 - P - g), 

Ap-i,g := (1, . . . , 1, 1 - p - g; 1, . . . , 1), 
Ao,i := (-1, . . . , + g - 1, -1, . . . , -1), 
Ai,o := (P + g - 1, -1, • • • , -1; -1, ■ ■ ■ , -1)- 

7.2.5. Le groupe SO{2p, 2), p ^ 2. — Rappelons que les notations pour le groupe 
S0{2p, 2) ont ete posees dans le paragraphe 2.4.5. 

Etudions maintenant les sous-groupes a un parametre dominants p~-admissibles de 
Tc, complcxific du tore maximal T de K dont I'algebre de Lie est t. Un sous-groupe a un 
parametre dominant de Tc pent s'ecrire A = (Ai, . . . , Ap+i) dans la base (ei, . . . , e^+i) 
du complexifie tc de t, avec Ai, . . . , Ap+i des entiers verifiant 

Ai ^ A2 ^ . . . ^ Ap et Ap_i + Ap ^ 0. 

En particulier, si A est dominant, on doit avoir Ai ^ . . . ^ Ap_i ^ 0. Remarquons tout 
d'abord que, pour tout i E {1, . . . ,p}, (A, (3^) = si et seulement si Aj = ^Ap+i. Nous 
definissons done les deux sous-ensembles 

I^:={l^i^ p; A, = tA^+i} = {1 ^ i ^ p; (A, /3f ) = 0}. 

On a done 

>VTe(pA,o) = e i^} u e /-}. (7.2.7) 

Lemme 7.2.11. — Supposons que I'un des ensembles ou I~ soit non vide. Alors, 
I'^ n I~ ^ si et seulement si — I" . 

Demonstration. — En efFet, supposons que /"'" fl /~ 7^ 0. Fixons Iq E I~ . On a 
done AjQ = Ap+i = — Ajq. Done Ap+i = 0. Soit i e {1, . . . ,p}. On a done les equivalences 

i e 4=^ Aj = -Ap+i = = Ap+i = \i <s=^ i e /". 

D'ou /+ = /-. 

Reciproquement, supposons que = I~ . Par hypothese, on a /"'" ou /~ non vide, 
lis sont done tous les deux non vides, et /+ n /~ = /"*" = /~ 7^ 0. □ 
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Remarque 7.2.12. — Conservant I'hypothese de I'enonce du Lemme 7.2.11, on peut 
voir egalement que I'assertion /"•" n /~ 7^ est equivalente a Ap+i = 0. En effet, la 
preuve du Lemme 7.2.11 donne la premiere implication et si on suppose Ap+i = 0, 
alors pour un i e 7^ (on est sur qu'au moins I'un des deux est non vide par 
hypothese), on doit avoir Aj = ^Ap+i = 0. On aura done aussi Aj = ±0 = ±Ap+i, done 
i appartient h I'^ H I~ . 

Lemme 7.2.13. — Lorsque = I~ = 0, alors dim Vect(WTc(pA 0)) ^ 0- Sinon, on 
a 

- soit 7+ n /- = 0, et alors dim Vect(>VTc(pA,o)) = + / 

- sinon 7+ = I~ et dim Vect(>VTc(p^_o)) = |-?"^| + 1 = |-?"~| + 1- 

Demonstration. — La premiere egalite est directe, d'apres (7.2.7), car alors VVtc(Pao) 
est vide. Supposons done maintenant que /"*" ou /~ soit non vide. D'apres le Lemme 
7.2.11, on a deux possibilites : soit I'^ I~ — 0, soit 7+ = /~. 

Si 7+ n /~ = 0, alors les elements de Wtc(Pa,o) forment clairement une famille 
libre. Par consequent, I'espace engendre par Wtc(Pa,o) a pour dimension le cardinal de 
Wtc(Pa,o), qui est egal a + |/~|, d'apres (7.2.7) et le fait que 7+ fl /~ soit vide. 

Enfin, si /+ — I~, puisque — ±e* + 6*+^, on a 

Vect(WTe(PA,o)) C Vect({e*;i e 7+ = /-} U {e;+J). 

Or, pour tout i E /"•", on a aussi i E I~, done l^fil^i ^ VVtc(Pa,o) et {(3l + /9~)/2 — 
e*+i E Vect(Wrc(pA,o))- Alors, e* = I3f - e*_^i est aussi dans Vect(>Vrc(pA,o)), d'ou 
I'egalite 

Vect(>VTe(PA,o)) = Vect({e*; i e 7+ = /-} U {e;+ J), 
ce qui donne le resultat attendu. □ 

Soit A un sous-groupe a un parametre dominant indivisible p~-admissible de 7c. 
Alors nous devons avoir dim Vect(WTc(pA,o)) = P ^ 2. D'apres le Lemme 7.2.13, on a 
deux possibilites, 

- soit 7+ — I~ et alors |7+| = |7^| = p— 1, c'est-a-dire 7+ = 7~ = {1, . . . ,p}\{io}- 

- soit 7+ n 7- = et alors |7+| + |7^| = p, c'est-a-dire 7+ U 7" = {1, . . . 

Pour que A soit dominant, il faut dans le premier cas que = 1, et dans le deuxieme 
cas — {1, . . . ,p — 1} et 7^ = {p}, ce qui donne les cinq sous-groupes a un parametre 

Ao:=(l,0,...,0;0), A± := (1, . . . , 1; ±1) et A±i := (1, . . . , 1, -1; ±1). (7.2.8) 

Theoreme 7.2.14- — L 'ensemble des sous-groupes a un parametre dominants indi- 
visibles p~ -admissibles de Tc associes a G = S0{2p, 2) est 

oil Ao, Xf et X^i sont definis en (7.2.8). 
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7.2.6. Le groupe S0{2p+ 1, 2), p ^ 1. — Nous terminons I'etude des sous-groupes 
a un parametre p^-admissibles par ceux du groupe S0{2p+ 1,2). Rappelons que les 
notations pour le groupe S0{2p + 1,2) et son algebre de Lie ont ete posees dans le 
paragraphe 2.4.4. Les racines compactes positives sont 

^t^{e*±e*;l^t<j^p}U{el;k = l,...,p} 

et les racines non compactes positives 

K = {±e: + e;^,-t = l,...,p}U{e;^,}. 

On notera a nouvcau Pf := ±e,* + e*^^ pour tout ?' G {1, . . . ,p}. On notcra cgalcmcnt 
= e*_,_i. On dcfinit de maniere identique au paragraphe 7.2.5 les sous-ensembles 
7+ et /- de {l,...,p} 

L'etude des sous-groupes a un parametre dominants indivisibles p~-admissibles est 
sensiblement la meme que celle du groupe SO{2p,2). II y a essentiellement deux dif- 
ferences. La premiere est qu'un sous-groupe a un parametre A = (Ai, . . . , Ap+i) est 
dominant si et seulement si Ai ^ . . . ^ Ap_i ^ Ap ^ 0. La deuxieme est le fait que I'on 
a rajoute la racine non compacte positive par rapport a 5*0(2^,2). Cependant, 
cela n'apporte de changement que pour le cas — I~ — 0. En effet, ici, lorsque 
= = 0, on a 

- soit Ap+i ^ 0, done >Vtc(Pa,o) = ^ et dim Vect(WTc(pA,o)) = 0; 

- sinon Ap+i = 0, done Wrc(pA,o) = et dim Vect(yyrc(pA,o)) = 1- 
Les autres proprietes sont identiques. On les regroupe dans le lemme suivant. 

Lemme 7.2.15. — Supposons que I'un des ensembles 7+ ou I~ soit non vide. Alors, 
les trois assertions suivantes sont equivalentes : 

(i) /+ n /- 7^ ; 

ill) /+ = /- ; 

(m) Xp+i = 0. 

De plus, on a 

- si 1+ nl- = 0, alors dim Vect(WTc(pA,o)) = l^^l + / 

- sinon /+ = /" et dim Vect(>VTc(pA,o)) = l-^"^! + 1 = + 1- 

Demonstration. — La preuve de ce resultat est identique a celles des Lemmes 7.2.11 
et 7.2.13 et de la Remarque 7.2.12. □ 

Soit A un sous-groupe a un parametre dominant indivisible p "-admissible de T^. 
Alors nous devons avoir dim Vect(>VTc(pA,o)) = P ^ 1- Nous devons distinguer le cas 
p — 1, car on pent alors avoir 1+ — I~ — 0. On doit alors avoir Ap+i = A2 = et 
Ai > pour que A soit dominant. Done A = (1;0). Sinon, 7^ ^ 0, et alors la seule 
possibilite est /"*" n/~ = et Ap+i = A2 7^ 0, d'apres le Lemme 7.2.15. Ceci nous donne 
A=(l;±l). 
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Lorsque p ^ 2, un raisonnement analogue au paragraphe 7.2.5 nous donne que les 
seuls sous-groupes a un parametre de Tc dominants indivisibles et p~-admissibles sont 
Ao et , qui ont ete definis en (7.2.8). 

Theorems 7.2.16. — L' ensemble des sous-groupes a un parametre dominants indi- 
visibles p~ -admissibles de Tc associes a G — S0{2p-\- 1, 2) est 



7.3. Exemples de calculs explicites de projections d'orbites holomorphes 

Cette section est consacree au calcul des polyedres moments Ak{Oa) de la projection 
d'une orbite coadjointe holomorphe 0\ = G ■ A, pour un certain nombre d'exemples. 

Ce travail a pour principal objectif de verifier que la partie theorique effectuee dans 
les Chapitres 5 et 6 est correcte, en faisant le lien avec les resultats obtenus lors des 
premieres tentatives de calculs, cf Chapitre 3. 

Nous continuous a utiliser les notations generales posees au Chapitre 5. Les exemples 
porteront sur les groupes classiques Sp{2n,R), SU{n, 1), SO*{6), SO*{S) et -SC/(2,2), 
dont les definitions et les notations associees ont ete faites dans le Chapitre 2. 

7.3.1. Projections d'orbites coadjointes holomorphes de Sp{2n,'K), n ^ 2. 
— Toutes les notations pour les calculs concernant le groupe G = Sp{2n, M) sont 
rassemblees dans le paragraphe 2.4.1. Les racines non compactes positives sont les 
Pi J = e* + e*, pour 1 ^ i ^ j ^ n. La plus petite racine non compacte negative est 
— 1^1,1 — Pmin- Toute racine non compacte negative /3 s'ecrit 



avec tIq, G N pour tout a G Par consequent, pour tout sous-groupe a un parametre 
A dominant, on a {X,Pmin) ^ (A,/3), pour toute racine /3 G fH~. 

Nous allons calculer 0(— /3min) = 0(/5i,i)- La formule de Chevalley (Theoreme A. 2.1) 
nous donne 



Admt, 



■SO(2p+l,2) ~ 



{Ao, Xt, Ai }. 




n-1 




Or, on a a^^^^ = — e^+i, done /9i,i(q;]^2) = 2 et /3i,i(«i^i+i) = 0si2^-i^n — 1. On 
en deduit que 0(— /3min) = 0(/5i,i) = 2(T^ . Par consequent, pour tout m > {X,/3min), 
il existe un entier positif p tel que 



■ • n - 2pa^o«.x + degre < 2l{woWx). 
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On en deduit que, pour un sous-groupe a un parametre dominant A de Tq fixe, si 
P<o 7^ 0' alors il n'existe aucun couple {w,w') G (H^^)^ verifiant I'equation 

/3e>VTc(P<o) 

Une application du Thcorcmc 6.1.1 nous permet alors d'affirmer que les seules paires 
bien couvrantes de Xp-^c du type {C{w,w',0),X), avec A dominant de Tq, sont les 
paires {C{w,WoWWx,0), \) verifiant p;^Q = 0, c'est-a-dire, (A, /3min) ^ 0. De plus, si on 
demande que A soit aussi p~-admissible, on doit avoir necessairement (A, /3mm) ^ 0. II 
doit done verifier (A, /Smin) = — 2Ai = 0, done Ai = 0. 

L'ensemble des sous-groupes a un parametre dominants indivisibles p~-admissibles 
de Tc a ete calcule dans le paragraphe 7.2.2. D'apres le Theorems 7.2.5, les sous-groupes 
a un parametre dominants indivisibles p~-admissibles sont (1, 0, . . . , 0), (0, . . . , 0, —1) 
et 

k termes n-(k+i) termes i termes 
pour tout k = 1, . . . , n — 1 et tout / = 1, . . . ,n — k. Or, parmi ces sous-groupes a un 
parametre, le seul qui verifie Ai = est A = (0, . . . , 0, —1). 

De la Proposition 5.4.10 et de sa preuve, on deduit que Ak{0\) = (A + Ck(^H^)) flt^. 
Remarquons que Ton retrouve bien le resultat annonce au Theoreme 3.3.2. 

Le Theoreme 7.1.4 nous permet de donner la description concrete suivante du poly- 
edre moment de la variete X-hamiltonienne 0\ : 

Ak{Oa) = = (6, ■■■,^n)e il; pour tout i = 1, . . . , n, Ci > K}- 

La figure 1 represente ce polyedre moment dans le cas du groupe 5^(4, M). Nous resu- 
mons ceci dans le theoreme suivant. 

Theoreme 7.3.1. — Pour G — Sp{2n,'R), le polyedre moment est egal au polyedre 
convexe 

Ak{Oj,) = (A + C^iK)) n t; = {(Ci, . . . , Cn) e t;; ^ Vi = 1, . . . , n}. 

7.3.2. Projections d'orbites coadjointes holomorphes de SU{n, 1), n ^ 2. — 
Rappelons que les notations concernant le groupe G = SU{n, 1) out ete donnees dans 
le paragraphe 2.4.2. Les racines non compactes sont les ±Pk = ^{^1 + Yl^=i^*j) Pour 
k = 1, .., n, avec fH+ = {/3k; k = 1, . . . ,n} et = {—/3k; k = 1, . . . , n}. La plus petite 
racine negative est /3rain = —/^i et, pour tout /c = 2, . . . , n, on a 

-Pk = Pmin + ai,2 + • ■ ■ + ak-l,k- 

On pose, pour A; = 1, . . . , n, le sous-groupe a un parametre A^ = (n + l)ek — X]J=i ^j- 
D'apres le Theoreme 7.2.1, les seuls sous-groupes a un parametre dominants indivisibles 
p~-admissibles de Tc sont Ai = {n, —1, . . . , —1) et — A„ = (1, . . . , 1, —n). 
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Figure 1. Polyedre de la projection d'une orbite coadjointe holomorphe de 5^(4, M) 



Le second, — A„, donne M<o = 0, car (— A„,^niin) = 0, avec ^min le plus petit poids 
de Faction de T sur p~. Les equations provenant de — A„ donnent, par consequent, les 
equations du cone convexe A + C^{p^). Ces equations sont les suivantes : 

(-Afe,e-A) ^0, 

pour k parcourant I'ensemble ou, en notant ^ = {^i-i ■ ■ ■ i^n)-! ainsi que 

A = (Ai, . . . , A„), dans la base (e^, . . . , e*), 

pour k = 1, . . . , n. 

Nous allons voir que, contrairement a Sp{2n, M), ici apparaissent d'autres equations, 
celles pour Ai. Maintenant, nous avons (Ai,^inin) = —{n + 1) et (Ai, —/3k) — 0, pour 
k = 2, . . . ,n. De plus, (Ai, ai^2) = n + 1 > et (Ai, 0:^,^+1) = si /c e {2, . . . , n — 1}. 
Par consequent, les sous-groupes paraboliques associes a Ai sont 



P(Ai 



/ * 


* ... * \ 




/ * 


* . 







* ... * 


C GLn{C) et P(Ai) = 





* . 


. * 




* ... * J 




U 


* . 


■ */ 



C GLn+l{C). 



Dans cette situation, nous n'avons que deux m possibles pour les paires bien couvrantes 
{C {w , w' , m) , Xi) . Ce sont les entiers m = et m = — (n + 1) < 0. Mais seul m = 
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nous interesse, d'apres le Theoreme 7.1.4. Done les paires bien couvrantes avec Ai et 
m = sont les paires (C(w, to', 0), Ai), avec {w,w') G (W^^y, telles que 

et 

{w\^ + w'Xr, p) - (Ai, ^^i„) = 0. (7.3.1) 

d'apres le Theoreme 6.1.1. De plus, le CoroUaire 6.1.2 montre que, necessairement, 
nous aurons I'equation suivante 

l{w) + l{w') = l{wo) + /(waJ + 1- 

Nous nous trouvons ici dans le cas ou Kc = GLniC) et W^^ est connu. En effet, 
nous Savons d'apres le Lemme A. 1.7, que W/W\^ a n classes, et que les elements 
w^^, pour k = 1, . . . ,n, forment un systeme de representants de W/Wx-^ de plus pe- 
tite longueur dans leurs classes respectives. Les elements les plus longs de chaque 
classe seront done les w'^^wx^ et, toujours grace au Lemme A. 1.7, la longueur d'un 
tel element est /(w^^waJ = Kw^J + k — 1, pour k — l,...,n. Done, si la paire 
{C{w'i^^wxi,w^i^w\^,0), Xi) est bien couvrante, nous obtenons une equation verifiee 
par k et k', 

k-l + k'-l = l{wo) - l{wx,) + l = n- l + l = n, 

c'cst-a-dire k' = n — k -\- 2. 11 reste done a trouver, parmi les paires de la forme 
{C{w^^wxj^,w~\_^_2Wxi,0), \i) avec k G {2, ...,n}, celles qui sont bien couvrantes. II 
faut done commencer par trouver celles qui verifient 

Le Lemme A. 1.7 montre que WqW^^waj = w^^i^_^_i = s^-k • • • -Si, pour tout k = 1, . . . , n 
(pour k — n, WqW^^^wx^ = id), et WqWxi = — s„_i . . .Si. Ensuite, nous pouvons 
calculer ©(— /5min) par la formule de Chevalley, 

n— 1 

car l3i{a^2) = - 62) = 1 et Al^i^i+i) = f^ii^i - ^i+i) = si i = 2, . . . , n - 1. 11 ne 
reste plus qu'a calculer le produit cup cr?_i . (7-?_i . a? pour k = 1, . . . ,n. 

Lemme 7.3.2. — Pour tout k — 1, . . . ,n — 1, on a (a?)'' — erf, = . De plus, 
(o"?)" = 0. Et, pour a, 6 G {1, ... , n\, nous aurons cr^_i . o'^_i = o'^_i si a+b ^ n+1 
et a^-i . (T?_i — sinon. 

Demonstration. — Nous nous inspirons des Lemmes A. 2. 4 et A. 2. 5. Nous allons mon- 
trer que Ton a cr^ . cr^.. ,s^ = CTsk+i-si si A; G {1, . . . , n — 2} et realiser une recurrence 
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simple sur k. Nous utilisons la formule de Chevalley (Theoreme A.2.1), 



j=3,...,n 
l{sk—SlSa^ ■)=l{sk—Sl)+l 



Du Lemme A. 1.11, nous avons /(s^ . . . SiSq^^) = l{sk---Si) + 1 si et seulement si 
j — k + 2, ce qui est possible car k ^ n — 2, done j ^ n, et, dans ce cas-la, 
Sk ■ ■ ■ SiSai j — Sk+i . . . Si. Nous obtenons bien cr^ . ,5^ = ^fk+i-si- P^^^ k — 1, nous 
avons cvidcmment {crfj^ — cr^, et, par recurrence sur k, nous avons (cr^)*^ = "^^...si' 
pour k ^ n — 1. 



B\n 
si) 



Pour A; = n — 1, nous n'aurons jamais j = k + 2 dans {3, . . . ,n}, done (cr, 

.af « = 0, d'apres le Lemme A. 1.11. 
Enfin, pour a, 6 G {2, . . . , n}, nous pouvons calculer (t^_i . cr^-i, car = Sa-i . . . Si 

(resp. w^^ = Sfo-i • • • -Si). On obtient 

„B „B „B „B /B\a-1 /„B\b-l / „B \a+b-2 

et ce dernier est egal a erf ^ = (7?_i si a+b — 2 ^ n — 1, c'est-a-dire a+b ^ n+1. 

Et pour a + b > n + 1, nous avons a + b — 2^n, done (7?_i . (T^_i = 0. Pour terminer, 
si a ou 6 vaut 1, quitte a permuter les notations, on pent supposer que a — 1, alors 
— id, done a^-i . cr^-i — (7?_i, avec bien b — b -\- a — 1 ^n. □ 

Revenons a nos produits cup a^-i . a^-i . a? pour k — 2, . . . ,n. Du lemme ci- 
dessus, nous obtenons 

B B /„B\n-k / „B \k-2 B („B\n-l B 

(T.-i .(7,-1 • cr„, = (cr, J • (cr„J • cr,, = (cr„ 1 = cr,-i, 

""n-fe+l "'fc-l ^1 V SI/ V 51/ SI V SI/ u,^ ' 

ce qui redonne bien 

pour tout k — 2, . . . ,n. II reste encore a montrer que 
pour tout k = 2, . . . ,n. 

Lemme 7.3.3. — Pour tout k — 1, . . . ,n, on a (Ai, WkP + Wn-k+2p) — {^i, Pmin)- 

Demonstration. — Nous utilisons ici le fait que Wn-k+2 = ^Ai^fc-i^o- Ceci implique 
les egalites 

(Ai, WkP + Wn-k+2P) = (Al, WkP + Wk-lWoP) 
= {Wk-l\l,Skp- p) 

= -(wfc-iAi, ak,k+i) 
= — (Al, Q;i,fc+i)- 

On en conclut I'egalite (Ai, WkP + Wn-k+2p) = — (n + 1) = (Ai, /3min)- CH 
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Puisque appartient a Wai, on a {w'f^^wx^Xi + uj~^,^_^_2Wx^\i, p) = {\i,Wkp + 
Wn-k+2P)^ ce qui implique que I'equation (7.3.1) est vraie pour les couples {w,w') = 
{w^^wxj^,w^^i^_^_2W\-^). Les paires {C{w'^^ ,w^^f,_^_2,0), Xi) sont done toutes bien eou- 
vrantes pour A; = 2, . . . , n, et ee sont les seules pour Ai. 

La paire {C{w'j^^, w~^^_^_2, 0), Ai) apporte I'equation suivante, 

{w^'Xi,x) ^ {woW-\^2>^u^)- (7.3.2) 

De la definition ti)^ ^ = s^-i . . . Si pour 2 A; ^ n, on a done w^^Ai = s^-i . . . SiAi = 
Afc. Remarquons, de plus, que Ton a 

{wow-^^^2^i,A) = (w^lfe+2^AiAi,A) = {w^\Xi,A) = (Afe_i,A). 

L' equation (7.3.2) devient maintenant 

{Xk,x) ^ (Afc-i, A), 

pour /c e {2, . . . , n}. D'ou, en faisant le changement de variable k' — k — 1, on obtient 

{Xk+i,x) ^ (Afe, A) 

pour tout k = 1, . . . ,n — 1. Finalement, on pent remplacer A^ par sa valeur ne^ — 
JZjjik ^3 ' nous donne 

pour A; = 1, . . . , n — 1. 

En mettant ensemble les equations obtenues pour — A„ puis Ai, nous obtenons le 
theoreme qui suit. II decoule evidemment du Theoreme 7.1.4. 

Theoreme 7.3.4- — Pour G — SU{n,l), le polyedre moment est egal au polyedre 
convexe 

^k{Oi\) = G t^j_; ^ verifie (Ak), k = 1, . . . ,n, et ^ verifie {Bk'), k' = 1, . . . ,n — 1} 
= e t;; (Ai, > (Ai, A) ^ (A2, 0> - > (An, > (An, A)}. 

On retrouve bien I'enonce du Theoreme 3.3.4, obtenu grace aux calculs appliquant 
le Theoreme de Horn-Klyachko. C'est aussi le meme resultat que ce qui a ete annonce 
au paragraphe 3.1.2 pour le groupe SU{2, 1). 

Remarque 7.3.5. — Presque tons les calculs realises dans ce paragraphe sont iden- 
tiques quand on considcrc Ic polyedre moment A(7(„)(?7(n) • A x (C"^)*), oil U{n) agit 
canoniquement sur (C")* et A est un element de Aq La seule difference apparait dans 
I'ensemble des sous-groupes a un parametre dominants indivisibles (C")*-admissibles 
de Tc, puisqu'ici cet ensemble est {(1, 0, . . . , 0), (0, . . . , —1)}. Par consequent, le Corol- 
laire 5.4.4 nous donne 

Ac;(„)(t/(n) • A X {Cy) = {e e t;; ^ Ai ^ 6 ^ • • -Cn ^ A^}. 
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Figure 2. Polyedre de la projection d'une orbite reguliere holomorphe de SU{2, 1) 

Ceci donne une autre preuve que la representation irreductible de GL„(C) de plus 
haut poids n = (/ii ^ . . . ^ apparait dans la decomposition en somme directe de 
representations irreductibles du GL„(C)-module Va <8) S(C") si et seulement si 

/^i ^ Ai ^ /i2 ^ • • • A*n ^ An, 

resultat prouve de maniere difFerente dans [Mac95, Bri89], mais qui est bien ante- 
rieur et serait du a Fieri. Nous avons utilise ici la propriete de saturation de GL„(C) 
relativement au produit tensoriel de ses representations irreductibles. Nous renvoyons 
le lecteur a [Woo09, 9.3] pour plus de details concernant ce resultat. 

7.3.3. Projections d'orbites coadjointes holomorphes de S0*{2n), n ^ 3. — 
Le groupe G = S0*{2n) a ete defini dans le paragraphe 2.4.3. On a vu que les racines 
compactes seront les = e* — e*, 1 ^ i < j ^ n, pour la base definie dans ce meme 
paragraphe. 

Les racines non compactes sont les ±/3t.j = ±(e* + e*) pour 1 ^ i < j ^ n. avec 
£H+ = {f3i,j ; 1 ^ i < j ^ n} et = {— ; 1 ^ i < j ^ n}. La plus petite racine 
non compacte negative est /Jmin = — /3i,2 = —€-1 — e^- 
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D'apres le Theoreme 7.2.7, les sous-groupes a un parametre dominants indivisibles 
et p~-admissibles de Tq sent les elements de 

-^c^m+Q.^^n) = {(1, 0, . . . , 0), (0, . . . , 0, -1)} U {Xk,n-k; /c = 1, . . . , n - 1} 
U {Xk,i] k ^ 1, . . . ,n - 4,1 ^ 1, . . . ,n - k - 3}. 

lorsque n ^ 4, et 

^dm+o.(6) = {(1,-1,-1), (1,1,-1)}. 
Rappelons que les sous-groupes a un parametre A^,;, pour k — 1, . . . , n—1, 1 — 1, ... , n— 
k, ont ete definis par 

k termes n-{k+i) termes i termes 

Le sous-groupe a un parametre Ai,„_i = (1, — 1, . . . , — 1) verifie {Xi,n-i, Pmin) — 0, 
done p^g = pour Ai „_i et les equations obtenues par les paires couvrantes associees 
a Ai_„_i sont les equations de A + C^iS^n)- ^'^^^ equations suivantes : 

(wAi,^ - A) ^ 0, pour tout w e W^^-'^-^ 

ce qui donne 

^fe — Afe ^ — Aj, pour tout k — 1, . . . ,n. (7.3.3) 

i^k 

Pour n ^ 4, un autre sous-groupe a un parametre verifie (A, /Smin) = 0, il s'agit de 
'^o,! '■= (0, 0, 0, —1). II apporte les equations 

C,k ^ Afc, pour tout k = 1, . . . ,n. (7.3.4) 

Pour les sous-groupes a un parametre Xk^n-k, cela devient beaucoup plus complique. 
En effet, on voit facilement que, pour A;G{l,...,n — 1}, ona 

{-2 si i < j ^ k, 
sii ^k < j, 
2 si k <i < j. 

Ceci nous donne que dimc(p<o) = tt{(^, j), 1 ^ < J ^ ^} = pour le p^g associe 

a Xk,n-k- De plus, le sous-groupe parabolique P{Xk,n-k) de GL„(C) sera le sous-groupe 
parabolique maximal associe a la racine simple ak,k+i, puisque {Xk,n-k, Q!fe,fc+i) = 2, et 
{Xk,n-k, ajj+i) = si ^■ 

Nous sommes done amenes a calculer les valeurs de 0(ni^i<j^fc A,j), pour k ~ 
2, . . . ,n — 1. Nous pouvons utiliser ici la formule de Chevalley. Pour le cas le plus 
simple, k = 2, nous avons simplement 0(/3i^2) = o"^- Nous conjecturons, grace a des 
calculs numeriques en petites dimensions, que, pour k quelconque dans {2, . . . , n — 1}, 
on a 

© f Y\_ 1 — <^S2S4S3S6S5S4...Sfc-lS2fc-2S2fc-3-Sfc+lSfc' ^1 2k — 2 ^ U — 1, 

c'est-a-dire k ^ {n+ l)/2, et 0(ni^i<j^fc Aj) = sinon. 
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-2 


si i < j ^ k, 




-1 


sii^k<j^n- 


I, 





si i^k<n — l< 


jouk<i<j^n — I, 


1 


si k<i^n — l< 


h 


2 


sin — l<i<j. 





II reste aussi les X^^i avec k = 1, . . . , n — 2 et Z = 1, . . . , n — /c — 1. On a pour ces 
elements les valeurs 



L'espace vectoriel complexe p^Q est dans ce cas de dimension 

dimc(p<o) = tl{(«, j); l<i<J <k} + tl{(i, j); l<t<k<j^n-l} 

= — - + k{n-l- k). 

II faudrait egalement connaitre 0(ni^i<i«;fc ' ®(nis;i'^fc<j'^„-i PO^^ tout 

A; = 1, . . . , n — 2 et tout / = 1, . . . , n — /c — 1. 

Ne pouvant pas trouver de formule generale pour tout n ^ 3 et tout /c = 2, . . . , n — 1, 
nous allons presenter les resultats pour les dimensions n = 3 et n = 4. 

Equations pour le groupe SO* (6). — Ici, n = 3. II ne reste alors qu'a etudier les 
equations fournies par le sous-groupe a un parametre A2,i, qui apporte les equations 
(wA2,i,C) ^ (■u;oU''A2,i, A) pour tons w,w' G W"^'^ tels que la paire {C{w,w',0), X2,i) 
soit dans Vo{p^)- Une telle paire sera dans 'Po(p") si et seulement si 



ou e(/3i,2) = <Tf„ et 



{wX2,i + w'A2,i, p) - ^k dimc(p;,2,i,fc) = 0- 

fc<0 



Pour n = 3, nous avons pour sous-groupe parabolique maximal 



/* 



^(A2,l) 



50:2,3 



V 



et wx = Si. De plus, Wq = S1S2S1 = S2SiS2- Ceci nous ramene a determiner les 
{u,v) G {W^'^'^)^ tels que .a^ .a^^ = (x^^^. Cette derniere equation n'est realisee 
que pour les couples {u,v) G {(id, S2), (s2,id)}. Nous devons done prendre {w,w') G 
{{wq, S2S1), {s2Si,Wq)}. La verification de I'egalite 



(uA2,i + 'yA2,i,p) - ^/c dime (p;,^^^ J = 0. 



k<0 



est aisee pour ces deux couples. Par consequent, on a deux paires bien couvrantes 
(C(wo, S2S1, 0), A2,i) et (C(s2Si, uiqj 0), A2,i), soit deux equations : 

(WoA2,l,C) ^ (S2A2,1, A) et (s2SlA2,l,0 ^ (^2,1, A). 
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On remplace A2 par (1,1,-1),^ par (^1, ^2, Cs), et A par (Ai, A2, A3), dans les equations 
ci-dessus. Rajoutees aux equations (7.3.3), on obtient le theoreme suivant. 

Theoreme 7.3.6. — Le polyedre moment Ak{0\), pour G — SO* {6), est le polyedre 
de t* defini par les equations 

' -ii + 6 + 6 ^ -Ai + A2 + A3 

^1 - 6 + 6 ^ Ai - A2 + A3 

6 + 6 - 6 ^ Ai + A2 - A3 

6 - 6 - 6 ^ -Ai + A2 - A3 

-6 + 6 - 6 ^ -Ai - A2 + A3 

Remarque 7.3.7. — On retrouve bien les equations du polyedre Ak{0\) obtenues 
dans le Chapitre 3.3.3 en utilisant directement le probleme de Horn-Klyachko, cf Theo- 
reme 3.3.11. 

Equations pour le groupe SO*{8). — Les equations (7.3.3) (resp. equations (7.3.4)) 
correspondent a A13 (resp. a Ao,i = (0,0,0, —1)). Ici, il faut encore regarder les equa- 
tions pour A2,2, A3,i et Ao,i :— (0, 0, 0, —1), d'apres le Theoreme 7.2.7. On pent verifier 
que 0(/9i.2/9i,3/92.3) = 0, comme cela a ete conjecture precedemment. De plus, on a 
cgalcmcnt 0(/3i,2/3i,3/3i,4) = par le calcul, en utilisant la Formule de Chevalley, ce qui 
elimine Ai^o- Done finalement, seules les equations de A2,2 manquent. Le sous-groupe 
parabolique P(A2,2) est le sous-groupe parabolique maximal de GL^i^C) 



I * 


* 


* 


* 


* 


* 


* 


* 








* 


* 







* 


* 



le groupe de Weyl VFxj 2 — VFp«2,3 est isomorphe au produit direct S2 x 5*2 de deux 
copies du groupe symetrique sur I'ensemble a deux elements. Son plus long element est 
WA2 2 — "5i"53 = S3S1. L'ensemble W/W\^ ,^ a 4!/4 = 6 classes. Dans le tableau suivant, w 
parcourt l'ensemble des representants de longueur maximale de W/Wx^,^, c'est-a-dire 
w parcourt W^^^'^. 



w 


l{w) 


WqW 


WX2,2 


{WX2,2,P) 


W\2,2 = 51S3 


2 


S2S1S3S2 


(1,1-1-1) 


4 


S2S1S3 


3 


S1S3S2 


(1,-1,1,-1) 


2 


S1S2S1S3 


4 


S1S2 


(-1,1,1,-1) 





S3S2S1S3 


4 


S3S2 


(1,-1,-1,1) 





S3 Si S2 Si S3 


5 


S2 


(-1,1,-1,1) 


-2 


S2S1S3S2S1S3 


6 


id 


(-1,-1,1,1) 


-4 



Ci-dessus, p designe la demi-somme des racines positives de U{4), il est done egal ici a 
p=i(3e^ + e*-e*-3e:). 
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De plus, nous devons choisir les couples {w,w') G (H^'^^'^)^ qui verifient I'equation 
crfg^ . cr^Q^/ . 6(/3i,2) = cr^owx^^' doivent done verifier I'equation de longueurs sui- 
vante 

l{w) + l{w') = l{wo) + l{wx,J + dim(p<o) = 6 + 2 + 1 = 9, 

d'apres le Corollaire 6.1.2. Les couples verifiant cette equation de longueurs sont ranges 
dans le tableau qui suit. 



w 


w' 


l{w) 


l{w') 




Wqw' 


{w\2 + W'X2,2,P) 


S2S1S3 


S2S1S3S2S1S3 


3 


6 


S1S3S2 


id 


2 + -4 = -2 


SIS2SIS3 


S3SIS2SIS3 


4 


5 


S1S2 


S2 


- 2 = -2 


SSS2S1S3 


S3SIS2SIS3 


4 


5 


S3S2 


S2 


- 2 = -2 


S3S1S2SIS3 


S1S2SIS3 


5 


4 


S2 


S1S2 


-2 + = -2 


S3S1S2SIS3 


S3S2S1S3 


5 


4 


S2 


S3S2 


-2 + = -2 


S2SIS3S2SIS3 


S2SIS3 


6 


3 


id 


S1S3S2 


-4 + 2 = -2 



Remarquant que p^Q = P-i3i 2 dimension 1 et que Ton a egalement (A2,2, 

—2, nous aurons, pour tous les couples {w,w') du tableau ci-dessus, 

{wX + w'X, p) = Y^k dimc(p^^_2,fc) = -2. 

fe<0 

Nous pouvons calculer plusieurs produits cup par la formule de Chevalley, 



<^S2 


'^SlS2 ~ 






^S3S2 


^S1S3S2 5 


(^S2 


•^515352 


~ ^S2S1S3S2 



On en deduit que, pour tous les couples {w, w') qui apparaissent dans le tableau ci- 



dessus, nous avons af^,^ . af^^, 



B 

S1S3S2 



et, par consequent. 



B B 

S2 ■ "^518332 



B _ B 

'^S2SlS3S2 ^WOWX^ ,^ ■ 



Finalemcnt, tous les couples cites dans le tableau ci-dessus donnent une paire bien 
couvrante et une equation pour le polyedre moment Ak{O/0- D'apres le Theoreme 
7.1.4, une telle equation est de la forme {10X2^2, ^ {wow'X2,2,-^)- Le tableau qui 
suit donne les informations necessaires pour chaque couple {w,w') pour obtenir les 
equations par rapport aux coordonnees d'un vecteur ^ = ('^1,^2,^3,^4) de t* dans la 
base (e^, 63, Cg, el). 



w 


w' 


WX2 




Wqw'X2 


S2S1S3 


S2SIS3S2SIS3 


(1 


-1,1,-1) 


id 


(1,1,-1,-1) 


SIS2SIS3 


S3S1S2S1S3 


(- 


1,1,1,-1) 


S2 


(1,-1,1,-1) 


S3S2SIS3 


S3S1S2S1S3 


(1 


-1,-1,1) 


S2 


(1,-1,1,-1) 


S3SIS2SIS3 


S1S2S1S3 


(- 


1.1.-1,1) 


S1S2 


(-1.1.1.-1) 


S3S1S2S1S3 


S3S2SIS3 


(- 


1,1,-1,1) 


S3S2 


(1,-1.-1,1) 


S2SIS3S2SIS3 


S2SIS3 


(- 


1,-1,1,1) 


S1S3S2 


(-1,1,-1,1) 
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Nous obtenons maintenant les equations suivantes, 

' - 6 + ^3 - ^4 ^ Al + A2 - A3 - A4 

-6 + 6 + 6 - ^4 ^ Ai - A2 + A3 - A4 

- 6 - + ^4 ^ Ai - A2 + A3 - A4 

< (7.3.5) 
-6 + 6 - + ^4 ^ -Ai + A2 + A3 - A4 

-6 + 6 - Ca + ^4 ^ Ai - A2 - A3 + A4 

^ -6 - 6 + 6 + ^4 ^ -Ai + A2 - A3 + A4 

D'apres (7.3.3) et (7.3.4), les equations du cone affine A + Ck{D\^) sont les equations 

' -6 + 6 + 6 + ^4 ^ -Ai + A2 + A3 + A4, 

6 - 6 + ^3 + ^4 > Ai - A2 + A3 + A4, 

< 6 + 6 - ^3 + ^4 ^ Ai + A2 - A3 + A4, (7.3.6) 
6 + 6 + 6 - ^4 ^ Ai + A2 + A3 - A4, 

, 6 > Ai, ^2 > A2, ^3 > A3, ^4 > A4, 

Nous pouvons maintenant rassembler toutes les informations obtenues dans I'enonce 
du theoreme suivant. 

Theoreme 7.3.8. — Le polyedre moment Ak{Oa), pour G — SO*{S), est le polyedre 
de t* defini par les huit equations de (7.3.6) determinant le cone A + Cm(9^^); les six 
equations de (7.3.5) et les inegalites ^ ^2 ^ Ca ^ ^4 provenant du choix de la chambre 
de Weyl. 

Remarque 7.3.9. — Parmi les equations obtenues en (7.3.5), deux sont semblables, 
a apparition d'un signe « — » pres. En efFet, nous avons les deux equations 

-Cl + C2 - ^3 + ^4 ^ -Ai + A2 + A3 - A4 

-6 + 6 - 6 + ^4 ^ Ai - A2 - A3 + A4 = -(-Ai + A2 + A3 - A4) 

En particulier, pour tout A dominant, I'une de ces deux equations sera toujours redon- 
dante par rapport a I'autre, puisque seule I'equation avec le terme de droite negatif 
apportera une reelle information. Ceci nous indique que I'ensemble des equations ob- 
tenues dans le Theoreme 7.1.4 n'est pas forcement minimal, comme cela a pu etre le 
cas pour les groupes 5'p(2n, R) et SU{n, 1). 

Remarque 7.3.10. — Get exemple apporte une seconde reponse a une question qui 
est apparue apres le calcul des exemples precedents. Pour les groupes Sp{2n, M) et 
SU{n, 1), seules les directions des faces du cone C]r($K^) apparaissaient au final, que 
ce soit comme equation de face du cone A + Ck(91+) ou comme equation de face de 
reflexion sur un mur de la chambre de Weyl. Mais ici ce n'est plus le cas. 

Regardons un exemple avec A regulier. On choisit A = (3, 2, 1, 0). Soit ^ un element 
central, c'est-a-dire ^1 = ^2 = ^3 = ^4 = ^- Alors ^ est dans A + Cm(91^) si et seulement 
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si X ^ 3. De plus, par hypothese sur ^, on a +^i2 —^is —^u = 0, quel que soit I'ordre 
des indices clioisis dans {1,2,3,4}. La dcrnicre equation vaut alors 

^ -Ai + A2 - A3 + A4 = -3 + 2 - 1 - -2, 

ce qui est evidemment faux, done les onze equations du cone (A + CM(fH^)) fl t;^ ne 
suffisent pas a decrire Ax(Ca)- Cela signifie que des equations de (7.3.5) apparaissent 
necessairement pour decrire le polyedre ^K{Oh). 

7.3.4. Projections d'orbites coadjointes holomorphes de SU{2,2). — Nous 
terminons ce chapitre en donnant la description du polyedre moment Ak{0\) pour le 
cas du groupe SU{2, 2). 

7.3.4-1- Quelques informations pour I'etude du cas general SU(p,q), p ^ q ^ 2. — 
D'apres le Theoreme 7.2.10, les sous-groupes a un parametre dominants indivisibles 
p~-admissibles de Tc pour G — SU{p,q) sont les sous-groupes a un parametre A^,; 
definis par 

Afc,; = ( g, ,a , h^^^j^ ; a, . , a , ), 
k termes p~k termes i termes q-i termes 
pour tons k = 1, . . . ,p - 1 et / = 1, . . . , g - 1, avec a = ^ ^ 

pgcd{p+q-k-i k+i) ' quatre sous-groupes a un parametre suivants, 

Ap,g-i := (1, . . . , 1; 1, . . . , 1, 1 - p - g), 



Ao,i 

-^1,0 



= (-l,...,-l;p + g-l,-l,...,-l), 



Les deux sous-groupes a un parametre \p-i^q et Ao,i donnent les equations du cone 
A -|- Cr(9^+), puisque {\p-i,q, /^min) = (Ao,i,/9min) = 0. Les equations sont obtenues 
facilement, 

p+q p+q 

XI - (P + ^ XI - (P + ?)Afe, pour tout k^l,...p, 



i=l 



et 



p+q p+q 

- X + (P + q)^p+i < - + {p + q)\+h pour tout Z = 1, . . . 

i=l i=l 

si on note C, = (.^i, . . . , ^,p+q) et A = (Ai, . . . , Ap+g) les deux elements de t*, les compo- 
santes etant ecrites dans la base {el, ... , e*_^g) de (t © 3(u(p, q)))*. On pent noter que 
le premier ensemble d'inegalites est exactement le meme que celles apparaissant pour 
SU{p, 1), ce sont les equations {Ak) du paragraphe 7.3.2. 

Les entiers (A, —(ii,p+j) peuvent se determiner facilement, pour tout A sous-groupe 
a un parametre dominant indivisible p "-admissible de Tc et e {!,..., p} x 
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{1, . . . , q}. En effet, lorsque Ton considere Xk,i, avec k = 1, . . . ,p — 1 et / = 1, . . . ,q — l, 
on a 

{b — a < si i ^ k et j > I, 
a-b>0 sii> k et j ^l, 
sinon. 

Puis, pour les quatre sous-groupes a un parametre restants, 

/X -R \ _ / - ? < si j = g, 

\ 1' Pi,P+j/ 1 n 

10 smon, 



= i = (7.3.7) 

I Q smon. 



(Ao,i, -Pi,p+j) — 



{^p-l,qj f^i,p+j) 



p + q > si j = 1, 

sinon, 

p + q > si i = p, 
sinon. 



On connait deja les equations apportees par les deux derniers, Ao,i et \p-i,q- Pour tons 
les autres, on voit que (A, /3min) < et p~o = (p<o)^'^''''"'"^- Les sous-groupes paraboliques 
P(Ap_g_i) et P(Ai_o) sont clairement maximaux (ils sont de la forme Paa+i pour une 
certaines racine simple ctj^i+i de S{U{p) x U{q)). 



L'etude des paires bien couvrantes demande de calculer certaines expressions dans 
I'anneau de cohomologie H*(5'(GLp(C) x GLq{C))/ Bp^q,Z), ou Bp^q est le sous-groupe 
de Borel des matrices triangulaires superieures de S{GLp{C) x GLq{C)). Puisque la 
variete des drapeaux S{GLp{C) x GLq(C)) / Bp^q s'identifie a SLp{C)/Bp x SLq{C)/ Bq, 
ou Bp (resp. Bq) est le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires superieures de 
SLp{C) (resp. SLq{C)), nous travaillerons dans la suite sur I'anneau de cohomologie 

R*{SLp{C)/Bp X SLq{C)/Bq,Z) ^ R*{SLp{C)/Bp,Z) R*{SLq{C)/Bq,Z). 

Evidemment, pour {w,w') G Wp x Wq, la classe de Schubert s'identifiera au 

B B B B 

produit tensoriel a-w^ (8) cr^f , et la famillc {a,/ cr^f)(^^^wrj^WpxWq formcra unc base 
du Z-module }i*{SLp{C)/ Bp x SLq{C)/Bq, Z). Ici, Wn designera le groupe de Weyl de 
SLn{C) pour le tore maximale des matrices diagonales. C'est aussi celui de GL„(C) 
pour le tore maximal des matrices diagonales de G'L„(C), cette fois-ci. Ensuite, pour 
deux couples {wi, w[), {w2, W2) de WpXWq, le produit cup verifiera la propriete suivante. 
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En realisant le produit cup dc 0(/3j_p+j) avec C(id',^d)' Formule de Chevalley (Theo- 
reme A. 2.1 (m)) donne I'egalite 



p-l q-l 
k=l 1=1 

= (-^.t-. + ^.t) ^ ^id' + ^id^ ® - <0 , (7.3.8) 

ou on fixe les conventions suivantes : 

^^^^id'^O, aj®<j,j = 0, a-t ® af^" = et a.J ® = 0. 

On aura done, par exemple, ©(/3i_p+i) = af^^ (g) ct;^'' — af/ (g) cr^' et 0(/3i^p+g) = asi <8) 

7.3.4-2. Calcul des equations du polyedre moment Ak{SU (2, 2) .A). — Pour le groupe 
5'?7(2,2), les sous-groupes a un parametre dominants indivisibles p~-admissibles sont 

-^1,2) ^0,1) ^2,li ^1,0 Ct Ai 1. 

On sait deja que les deux premiers donnent les equations des faces du cone A + 
Cr($K^). Les deux sous-groupes a un parametre suivants ne vont faire intervenir aucune 
equation. En efFet, A2,i (resp. Ai,o) fait apparaitre le terme ©(/5i,4/52,4) (resp. ©(/5i,3^i,4)) 
qui est nul. Ceci se calcule facilement en utilisant (7.3.8) et le fait que (c^^)^ = 0. 

II ne reste plus qu'a chercher les equations associees au sous-groupe a un parametre 
Ai^i. Le sous-groupe parabolique associe dans SL2{'C) x SL2{C) est P(Ai,i) = B2X B2, 
le produit de deux copies du Borel des matrices triangulaires superieures de SL2{C). 

Par le calcul, on montre que les quatre couples 

{((si, id), (si, si)), ((id, si), (si, si)), ((si, si), (si, id)), ((si, si), (id, si))} 

donnent toutes les paires bien couvrantes associees a Ai 1. On obtient les equations 
suivantes, donnees dans I'ordre d'apparition des couples dans I'ensemble ci-dessus, 

f ((si,id)Ai,i,e-(si,id)A>^0, 
((id,si)Ai,i,^-(id,si)A>^0, 
((si,si)Ai,i,e-(si,id)A>^0, 
[((si,si)Ai,i,e-(id,si)A>^0. 

Ceci est equivalent au syteme d'equations 



16 - 6 - 6 + ^41 ^ Ai - A2 + A3 - A4, 

-Ci + 6 - ^3 + ^4 ^ -|Ai - A2 - As + A4I. 
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Les equations apportees par Ap i et Ai o sont quant a elles 

' -36 + 6 + 6 + 6 ^ -3Ai + A2 + A3 + A4, 

6 - 36 + 6 + 6 ^ Ai - 3A2 + A3 + A4, 
< -6 - 6 + 36 - 6 ^ -Ai - A2 + 3A3 " A4, 

-6 - 6 - 6 + 36 ^ -Ai - A2 - A3 + 3A4, 
. -6 + 6 + 6 - ^4 ^ Ai - A2 + A3 - A4. 

Or, un element ^ = (6, 6; Cs; C4) de t doit verifier la condition de trace 6 = 0- Done 
les quatre equations ci-dessus sont equivalentes aux quatre equations 

6 ^ Ai, 6 > A2, 6 ^ A3, 6 ^ A4. 
Nous pouvons maintenant resumer le cas de SU{2, 2) dans le theoreme qui suit. 

Theoreme 7.3.11. — SoitA e AQpiChoi- Le polyedre moment As(u(2)xu{2)){SU {2,2)- 
A) est le polyedre de i* defini par les equations 

' 6 ^ Ai, 6 > A2, A3 ^ 6, A4 ^ 6 
16 - 6 - 6 + ^41 ^ Ai - A2 + A3 - A4, 

-6 + 6 - 6 + 6 ^ -|Ai - A2 - A3 + A4I, 
6^6, ^3^6- 

Dans cette configuration, la chambre holomorphe est 

Choi = {e = (6, 6, 6, 6) e r ; 6 ^ 6 ^ ^3 ^ 6}- 

Lorsque A appartient a Aq H Choi, on vcrifie aisement grace a la premiere ligne des 
equations dc I'cnonce du Theoreme 7.3.11, que A5([/(2)x;7(2))('S't^(2, 2) • A) est bien 
contenu dans Choi, comme I'indique la Proposition 7.1.6. 

Remarque 7.3.12. — Nous pouvons egalement calculer les equations du cone poly- 
edral As{u{2)xU{2)){p^) ■ H suffit en efi'et de prendre A = dans les equations de I'enonce 
du Theoreme 7.3.11. Ce procede nous donne 

6 > 0, 6 ^ 0, 6 ^ 0, 6 ^ 0, 

6-6-6 + 6 = 0, 
-6 + 6-6 + 6^0. 

Or, on doit avoir Xl'Ci = 0; done 6 + ^4 = + 6 = 0- ^n deduit que le cone 
polyedral As{u{2)xu{2)){p~) est 

A5(l/(2)xC/(2))(P") = {{xuX2, -X2, -Xi);xi ^ X2 ^ 0}, 

comme indique dans [Par08, Section 5]. 



ANNEXE A 



COMBINATOIRE DANS LE GROUPE 
SYMETRIQUE 



Nous rassemblons dans cet appendice une liste de resultats necessaires pour la de- 
monstration du Theoreme 6.1.1. La premiere partie regroupe des lemmes techniques 
sur la combinatoire de certains elements du groupe de Weyl de GLr{C), ce groupe de 
Weyl n'etant autre que le groupe symetrique S^.- La seconde partie est consacree a la 
formule de Chevalley et presente le calcul des images par (fx )* des classes de cohomo- 
logie Wk- La troisieme donne des produits cup generalisant ceux utilises pour la preuve 
du Theoreme 6.1.1. 



A.l. Quelques proprietes du groupe de Weyl de GLr{C) 

Cette section contient plusieurs proprietes sur certains elements du groupe de Weyl 
Wr de GLr{C) qui nous seront utiles dans la suite de cet appendice. Le groupe de Weyl 
Wr n'est autre que le groupe symetrique Sr- Toutes les proprietes qui seront montrees 
dans ce paragraphe, seront aussi valables pour le groupe SLr{C), car il a le meme 
groupe de Weyl que GLj.{C). 

Nous avons fixe dans les chapitres precedents un tore maximal de GLj.{C), I'ensemble 
Tj. de ses matrices diagonales. L'algebre de Lie de GLr{C) est I'ensemble slr(C) de 
toutes les matrices de taille r x r. Celle de Tj. est l'algebre de Lie des matrices 
diagonales de ^(^(C). Les racines de Qlr{C) sont les formes lineaires 



hi hj , 



V hr J 

1 < i,j < r, avec i ^ j. L'ensemble des racines de glr(C) sera note fH^. Les 
racines positives sont les racines avec i < j. Le Borel associe a ce systeme de 
racines positives est Bj. I'ensemble des matrices triangulaires superieures de GLj.{C). 
Les racines simples sont alors les racines ccj^j+i, ouie {l,...,r — 1}. L'element de 
Wr associe a a, j+i est s,, la matrice de permutation definie dans le paragraphe 6.2. 
Les Si engendrent Wr- Pour w G Wr, on definit la longueur de w comme le nombre 
de racines positives a telles que wa soit negative. C'est aussi le plus petit entier k tel 



152 



ANNEXE A. COMBINATOIRE DANS LE GROUPE SYMETRIQUE 



que w s'ecrive comme composee de k permutations simples. Plus generalement, nous 
noterons Sa^j I'element de Wr associe a la racine aij. 

Si on parle en termes de groupe symetrique, I'element Sq. ■ est la transposition tij qui 
echange les entiers i et j, et I'element Si — est la transposition simple qui echange 
i avec i + 1. La longueur d'un element w & Sr correspond dans ce cadre au nombre 
d'inversions de w, c'est-a-dire, c'est le cardinal de I'ensemble des inversions 

I{w) = {{ij); l<i<j <net w{i) > w{j)} 

de w. Nous utiliserons a plusieurs reprises la propriete suivante de la longueur. 

Lemme A. 1.1. — Soit w & etl<i<r — 1. Alors on a 

, - , f l(w) + 1 si wit) < w(i + 1) 

l(WSi) = <,)(-, . / .( / . . N 

^ ^ \l{w)-l siw{t)>w{t + l). 

Demonstration. — II suffit de voir que I'ensemble {{k, I); 1 < k < I < n} \ {{i, i + 1)} 
est stable par Si. Par consequent, nous avons deux cas possibles. Soit w{i) < w{i + 1), 
et done + 1) ^ -^('^)- Dans ce cas, on aura wSi{i) = w{i + 1) > w{i) = wSi(i + 1). 
D'ou I{wsi) = I{w) U {{i,i + 1)} et l{wsi) = l{w) + 1. Sinon w{i) > w{i + 1) et 
{i,i + 1) e I{w), ce qui donne I{wsi) = I{w) \ {{i,i + 1)} et l{wsi) = l{w) — 1. Le 
second cas est donne I'oppose, d'ou le resultat. □ 

Remarque A. 1.2. — Ce resultat est valable de maniere plus generale pour un groupe 
de Weyl quelconque lorsqu'on remplace Si par la symetrie associee a une racine simple 
de I'algebre de Lie, cf [Kna02, Lemme 2.71]. 

La demonstration du Theoreme 6.1.1 necessite I'utilisation de la Formule de Cheval- 
ley aux classes de cohomologie cr^'" associees a des elements specifiques de w du groupe 
de Weyl Wr de GLr{C). Ces elements sont definis de la maniere suivante : 

pour k G {l,...,r — 1} et Wr = id. Sont intervcnus cgalement dans la preuve du 
Theoreme 6.1.1, mais dans une moindre mesure, les elements Wk, definis par wi = id 
et Wk = si . . . Sk-i si 2 < k < r. 

Lemme A. 1.3. — Pour tout k — 1, . . . ,r, on a l{wk) — r — k. 

Demonstration. — Le cas de Wr — id est evident. Supposons que k appartienne a 
{1, . . . , r — 1}. L'element est le cycle (r r — 1 • • • /c + 1 A;) . II est bien connu qu'un 
tel cycle est de longueur r — k. □ 

Nous avons un resultat similaire avec les Wk- 
Lemme A. 1.4- — Pour tout k = 1, . . . ,r , on a l{wk) = k — 1. 

Demonstration. — Cost evident pour Wi = id. Pour k > 2, la permutation Wk est le 
cycle (12 • • • k — 1 k) de Sr. longueur est done k — 1. □ 



A.l. QUELQUES PROPRIETES DU GROUPE DE WEYL DE GL^(C) 
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Dans la section 6.2, nous avons introduit le sous-groupe parabolique maximal Q de 
GLriC) suivant : 

/ * * ... * \ 



Q 







On notera Wq le groupe de Weyl du sous-groupe de Levi de Q associe au tore maximal 
Tj., et Wq le plus long element de Wq. 

Lemme A. 1.5. — L'ensemble WQ\Wr possede r classes, et les Wk, pour k parcourant 
I'ensemhle {1, . . . ,r}, sont les elements les plus courts de chaque classe. Plus exacte- 
ment, pour tout w e Wq, on a l{wwk) — l{w) + A; — 1. 

Demonstration. — Le groupe de Weyl Wr est le groupe de Weyl de GLr{C), il est 
isomorphe au groupe symetrique Sr. II a done r! elements. Le groupe Wq est le groupe 
de Weyl du Levi de Q, il est done isomorphe a Sr-i et son cardinal est (r — 1)!. 
L'ensemble Wr/W^ a par consequent r elements. 

II est clair que Wi = id est le plus court element de sa classe. Montrons par recurrence 
sur k que, pour tout k G {1, . . . , r — 1}, on a l{wsi . . . Sk) = l{w) + k pour tout w G Wq. 

Posons maintenant w G Wq. On voit clairement que Wq est cngcndre par les ele- 
ments S2, . . . , Sr-i. Done w{l) = 1. Or wsi . . . Sk-i{k) = = 1 et wsi . . . Sk-\{k + 
1) = w{k -I- 1) > 1. D'apres le Lemme A. 1.1, on en deduit que l{{wsi . . . Sk-i)sk) — 
l{ws\ . . . Sk-i) + 1 pour k — 2, . . . ,r — 1. De plus, comme w(2) > 1, on a egalement 
l{wsi) — l{w) + l. Une recurrence evidente nous donne le resultat escompte, c'est-a-dire 
l{wsi . . .Sk) = l{w) + k pour tout /c G {1, . . . , r — 1}. 

On en deduit que Wk est le plus petit element de sa classe modulo Wq^ puisque pour 
tout w G VFq, l{wwk) ^ l{w). De plus, pour tout 0<i<j<r — 1, nous avons 
l{wi) = i — l<j — 1 = l{wj) ^ l{wwj) pour tout w G Wq. Done Wj et Wj sont dans la 
meme classe modulo Wq si et seulement si Wi = wj, c'est-a-dire i — j. □ 

Le plus long element de W^Wk est tUQiVk, car iVq est le plus long element de Wq. 
Ceci est clair d'apres I'egalite l{wwk) = l{w) + {k — 1) obtenue dans la demonstation 
du lemme ci-dessus. De plus, toujours grace a cette egalite, nous voyons que 

l{wQWr) = 1{WqSi . . . Sr-l) = 1{Wq) T - 1 = 1{wq). 

La derniere egalite vient du fait que 1{wq) (resp. 1{wq)) est egal au cardinal de l'en- 
semble I{wq) — ^ < i < 3 ^ n\ (resp. au cardinal de l'ensemble I{wq) — 
2 < i < j ^ n}). Par unicite de I'element le plus long dans Wr, on a 
WqSi . . . Sr-i — Wo et, par consequent, WqWq — s^-i ■ ■ - Si. 



Lemme A. 1.6. — Pour tout k E {1, . . . ,r}, on a WQWQWk = Wk- 
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Demonstration. — Nous venons de montrer que wqWq — Sr-\ . . .s\. II suffit alors de 
voir que 

WQWQWk = WqWqSi . . . Sk-l = Sr-l ■ ■ ■ SiSi . . . Sk-l = S^-l . . . Sk ^ Wk, 

quel que soit A; e {2, . . . , r — 1}. De plus, WqWqWi — WqWq — s^-i ■ ■ ■ Si = Wi, et enfin 

WQWqWr — W~^Wr = id = Wr- □ 

Le lemme suivant decoule du Lemme A. 1.5. II est utilise dans le calcul du cas 
SU{n, 1). Ci-dessous, I'element w^^ est egal a w^^ = Sfc_i . . . Si, pour k — 2, . . . ,r, 
et w^^ — id. 

Lemme A. 1.7. — L'ensemhle Wj./Wq possede r classes, et les w^^ , pour k parcou- 
rant l'ensemhle {1, . . . , r}, sont les elements les plus courts de chaque classe. Plus exac- 
tement, on a l(w^^w) = l{w) + k, pour tout w G Wq. De plus, pour tout k = 1, . . . ,r, 
on a wqw'i^^Wq = w^\_^_'^^. En particulier, on retrouve wqWq = = Sr-i . . . si. 

Demonstration. — Ce resultat decoulera directement du Lemme A. 1.5, en remarquant 
les deux faits suivants. Tout d'abord, WqW = Wqu/ si et seulement si w~^Wq — 
w'~^Wq. Ensuite, pour tout w G Wr, on a l{w^^) = l{w). 

Le premier est evident, car Wq est un groupe. Pour le second, il suffit de voir que 
si Sjj ■ ■ - Sifc est un decomposition reduite de w G Wr, alors — Sj^. • • • s^i et done 
l{w) ^ l{w~^). De meme, on a l{w~^) ^ l{w) en inversant les roles de w et w~^, d'ou 
I'egalite l{w~^) — l{w). Ceci est vrai de maniere generale pour les groupes de Coxeter. 

Prenons maintenant w G Wq etA;G{l,...,r — 1}. Nous avons done 

l{sk . . . siw) — l{w~^si . . .Sk) = l{w~^) + k = l{w) + k, 

la deuxieme egalite provenant du Lemme A. 1.5, avec G Wq. Et comme w^^ = id, 
les w^^, pour k = 1, . . . , r, sont les elements les plus courts de chaque classe. 

Montrons la derniere assertion. Soit k G {1, . . . , r}. Nous regardons ici les classes a 
droite modulo Wq, done la multiplication a gauche par wq dans Wr passe au quotient 
Wr/Wq, c'est-a-dire wqwWq est encore une classe et, du fait que l{wow'j^^w) — l{wo) — 
l{w'^^w) ^ l{wo) — l{w^^) — l{wow^^) pour tout w G Wq, wqw'^^ sera le plus grand 
element de sa classe dans Wr/W^. Par consequent, woti^^WQ sera le plus petit element 
de sa classe, done wqw^^Wq = w'^,^ pour un certain /c' G {1, . . . , n}. La longueur de cet 
element doit verifier I'equation suivante : 

k' -1^ l{w^^) = 1{wow];^Wq) = l{wo) - 1{w^^Wq) 
= (r-l)-(^-l). 

Finalement k' — r — k -\- 1. Done wqw^^Wq = w~\^^. □ 

Les lemmes suivants vont nous permettre de calculer des classes de cohomologies 
comme produits cup de classes de degre 2. 
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Lemme A. 1.8. — Si \ < i < k < j < r et (i.j) ^ {k — l,k + 1), alors on a 
l{wkti,j) ^ l{wk) + 2. De plus, Wktk-i,k+i = uik+iSk-iSk = Sr-i ■ ■ ■ Sk+iSk-iSk est de 
longueur l{wktk-i,k+i) = l{wk) + 1- 

Demonstration. — Pour / > /c + 1, nous avons Wktij{l) = Wkil) = / — 1 < r si 
/ 7^ r, et Wktijij) = Wk{i) = i < r egalement. De plus, Wkti,j{k) = r, d'ou le couple 
{k,l) appartient a I'ensemble I{wktij) pour tout I & {k + l,...,r}. Nous pouvons 
voir egalement que G I{wktij), car Wktij{i) — Wk{j) — j — 1 > k, tandis que 

WktijU) = Wk{i) <k. 

Dans le cas ou (i, j) 7^ {k — l.k + 1), alors on a soit i < A; — 2 < A; — 1, et on pent 
regarder le couple {k — qui est dans I{wkti,j) car 

Wkti,j{k -l)^Wk{k-l)^k>i^ Wktij{j), 

soit /c + 1 < A; + 2 ^ j, et ici on regarde le couple (i, A; + 1), donnant 

Wkti,j{i) = Wkij) ^ j -1 > k ^ Wk{k + 1) = Wktijik + 1), 

et qui est done dans I{wktij) dans ce cas-la. Precisons que dans chacun de ces deux 
cas, les couples donnes ne sont pas apparus dans le paragraphe precedent. 

Nous avons done montre que, dans le cas ou (i, j) 7^ (/c — 1, A; + 1), le cardinal de 

I{wkti,j) est superieur ou cgal a '\\{k + 1, . . . ,r} + 2 = l{'Wk) + 2. On en conclut que 
l{wkti,j) > l{wk) + 2 si (z, j) 7^ {k - 1, A; + 1). 

Pour i = A; - 1 et j = A; + 1, nous avons Wktk-\,k^\ = {wk+iSk).{skSk-iSk) = 
Wk+iSk-iSk. On pent facilcment verifier en utilisant deux fois successivement le Lemme 
A. 1.1 que l{wk+iSk-iSk) = /(?i'fc+i) + 2 = l{;Wk) + 1. □ 

Lemme A. 1.9. — Si j > k + 1, alors l{'Wktk,j) ^ li^k) — 1- 

Demonstration. — En cffct, on peut aisement verifier que dans Wr, I'element Sa^.^ pent 
se decomposer de la maniere suivante : 

tk,j — SkSk+l ■ ■ ■ Sj-2Sj-lSj-2 ■ ■ ■ Sk+lSk, 

car {k,j) = SkSk-i . . . ^,_2(j ~ Ij j)- On compose ceci avec Wk a gauche, ce qui nous 
donne, en utilisant la definition de Wk, 

'^ktk,i — Sr-l ■ ■ ■ SkSkSk+1 ■ ■ ■ Sj_2Sj_iSj_2 . . . Sk+lSk — S^-l . . . SjSj-2Sj-3 ■ ■ ■ Sk- 

II s'agit d'une decomposition de Wktkj en produit de transpositions simples, et cette 
decomposition est formee de l{'Wk) — 1 facteurs. D'ou le resultat. □ 

Lemme A. 1.10. — Soit /c e {2, . . . , r — 1}. Si i < k — 1, alors l{wkti^k) ^ K''^k) + 2. 
Pour i^k-l, on a Wktk-i,k = Wk-i et l{wktk-i,k) = K'^k) + 1 

Demonstration. — Comme dans les lemmes precedents, nous allons montrer que I'ele- 
ment Wkti^k envoie au moins l{wk) + 2 racines positives sur des racines negatives. 

Pour / > A;, on a Wkti^kil) — Wk{l) — I — 1. Done Wkti^kii) = Wk{k) = r > I — 1 = 
Wkti^ki^). On en dcduit que, pour tout / G {A; + 1, . . . ,r}, le couple (i.l) appartient a 
I'ensemble I{wkti^k)- Ceci nous donne deja l{wk) couples dans I{wkti^k)- 
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II reste deux autres couples a trouver. Les deux candidats sont les couples (i, k) et 
(fc — 1, k), qui ne font pas partie des couples donnes dans le paragraphe precedent. Tout 
d'abord, on a 

Wkti,k{k) = Wk{i) ^i<r^ WkU^kii), 
done {k,i) G I{wkti k). De plus, 

WktLkik ~ 1) = Wk{k - 1) = k ~ 1 > i = Wkti^k{k), 

d'ou {k — 1, k) e I{wkti,k)- Par consequent, la longueur de Wkti^k est superieure ou egale 
a l{wk) + 2. 

La deuxieme assertion est triviale, puisque Ton a tk-i,k = Sfe-i ainsi que Wktk-i,k — 
Sr-i ■ ■ ■ Sk+iSkSk-i — Wk-i- Le Lemme A. 1.3 permet de conclure. □ 

Ce dernier lemme intervient dans la preuve du Lemme 7.3.2. 

Lemme A. 1.11. — Soit k G {1, . . . ,n — 2}. Alors, pour tout j G {3, . . . , n}, on a 
l{sk . . ■ Sitij) = l{sk . . . Si) + 1 si et seulement si j = k + 2, et alors Sk ■ ■ ■ Siti,fc+2 = 

•Sfc+lSfc ... Si- 

Demonstration. — Verifions tout d'abord que /(s^ . . . Siti^k+2) = . . . Si) + 1. Mais 
ceci est vrai, car ti^k+2 = Si . . . SkSk+iSk . . . Si, et on voit aisement que Sk ■ ■ ■ Siti,fc+2 = 
Sk+i . . .si est de longueur A; + 1 = l{sk . . . si) + 1. 

Montrons maintenant la reciproque. Plusieurs cas sont a distinguer. II y a tout 
d'abord un cas special, qui verifie l{sk ■ ■ ■ sitij) ^ l{sk . . . si) — 1, c'est le cas lorsque 
2 < j < k + 1. En efFet, dans ce cas-la, on aura 

Sk - ■ ■ Sitij — {Sk . . . Sj . . . Si){si . . . Sj_2Sj-lSj-2 . . . Si) — Sk ■ ■ ■ SjSj^2 ■ ■ ■ Si, 

lorsque j < k, ou Sk ■ ■ ■ Siti^k+i — Sfe-i ■ ■ ■ Si si j — k + 1. Dans les deux cas, on aura 
toujours l{sk ■ ■ ■ sitij) ^ l{sk . . . si) — 1, puisque le nombre de reflexions apparaissant 
dans ces decompositions est inferieur ou egal a. k — I = l{sk . . . si) — 1. 

Le deuxieme cas que I'on regarde concerne les j > A: + 2. Le couple j = A; + 2 a en 
efi^et deja ete considere au debut de la preuve. Alors dans cc cas, cn iterant le Lemme 
A. 1.1 au terme de droite de I'egalite Sk . . ■ sitij = Sk+i . . . Sj_2Sj-iSi-2 • • • si, on voit 
que la longueur de . . . sitij est egale a 2j — A; — 3 ^ j, puisque j ^ k + 3. D'ou 
l{sk . . . sitij) ^ k + 3> l{sk . . . si) + 1. □ 

A. 2. La For mule de Che valley 

A. 2.1. Enonce de la Formule de Chevalley. — On conserve les notations defi- 
nies dans le Chapitre 6. Nous supposerons ici que Kc est semi-simple ct simplement 
connexe. 

L'enonce de la Formule de Chevalley est I'objet du theoreme ci-dessous. Cet enonce 
est tire de [BSOO] (Theoreme A.2.1). Voir aussi [Che94] et [Dem74] pour une preuve. 
Dans l'enonce suivant, designe la coracine de a dans t. De plus, si a est simple, 
tTq, designe le poids fondamental associe a a. On notera 6 : A* ^ H^(A'c/-S,Z) le 
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morphisme qui, a un poids fi du reseau des poids A* de Tc, associe — Ci(£^), la 

premiere classe de Chern du fibre en droite avec poids /i. 

Theoreme A. 2.1 (Formule de Chevalley). — (i) Q est un isomorphisme, 
(ii) ©(tTo;) = (Ts^ pour toute racine simple a. 
{in) Pour tout poids /i de A* , 

l{wSoi)=l{w) + l 

Soit Kc un autre groupe algebrique complexe semi-simple connexe et simplement 
connexe, et / : Kc Kc un morphisme de groupes algebriques de noyau fini. L'appli- 
cation / passe au quotient en une immersion fermee : Kc/B — > Kc/B, induisant 
une application en cohomologie (/^)* : }i*{Kc/B,Z) -)> }i*{Kc/B,Z). Par propriete 
de la premiere classe de Chern et par la Formule de Chevalley, nous obtenons une 
description complete de I'application (/^)* restreinte au degre 2. En effet, nous avons 
le diagramme commutatif 

A — ^ A* 



R\Kc/B,Z) ^ R\Kc/B,Z) 

Par consequent, cn dcgre 2, on obtient la matrice de (f^)* dans la base de classes 
de Schubert, c'est tout simplement la matrice de /* relativement a la base des poids 
fondamentaux. 

De plus, on considere I'algebre graduee M[t] des fonctions polynomiales sur t. Chaque 
element de t* est defini comme etant de degre 2. Notons J I'ideal engendre par les 
polynomes 1^-invariants de degre strictement positif. Nous avons I'enonce tres connu 
suivant (cf. [BGG73], [BSOO]). 

Theoreme A. 2. 2 (Borel). — L ' application Q s'etend a un morphisme surjectif d'al- 
gebres graduees M[t] — >■ H*(ii'c/-B, M), dont le noyau est egal a J. 

Ce rcsultat est valable aussi pour Kq. Nous avons f*{J) C J, ou J est I'ideal 
engendre par les polynomes M^-invariants de degre strictement positif dans ]R[t]. Par 
consequent, (/^)* est completement determinee par les valeurs de /* sur A*, du moins 
pour la cohomologie a coefficients dans R. 

Dans le cas ou Kc n'est plus semi-simple mais seulement reductif, nous pouvons 
toujours utiliser la formule ci-dessus, du fait que nous avons Kc/B = [Kc, Kc]/{B n 
[Kc. Kc])- De plus, / envoie [Kc, Kc] sur [Kc: ^c], done pent etre aussi vu comme 
le plongement injectif induit par le morphisme de groupes [Kc, Kc] [Kc, Kc]- 
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Remarque A. 2. 3. — Lorsque le groupe Kc est semi-simple mais n'est pas simple- 
ment connexe, le Theoreme A. 2.1 n'est plus vrai. Cependant, on pent tout de meme 
determiner le morphisme (/^)*. En effet, d'apres [Che94, Proposition 7], il existe un 
groupe semi-simple simplement connexe Kc du meme type que Kc et une isogenic i 
de Kc dans Kc (c'est-a-dire i : Kc — > Kc est un morphisme surjectif de noyau fini) 
telle qu'il existe un sous-groupe de Borel B de Kc verifiant i{B) = B, et que i induise 
par passage au quotient un isomorphisme i de la variete Kq/B sur Kc/ B. De plus, cet 
isomorphisme i envoie les varietes de Schubert de Kc/B sur les varietes de Schubert 
de Kc/B. 

Posons g := f o i : Kc Kc, morphisme de group es de noyau fini. On pent facile- 
ment voir que g donne par passage au quotient une application g^ : Kc/B — > Kc/B 
qui est tout simplement g^ — f^oi. Comme Kc et Kc sont simplement connexes, 
on pent appliquer la methode precedente pour determiner (g^)*, et done determiner 

in*- 



A.2.2. Calcul de (fx)*- — Soit Kc un groupe algebrique affine reductif complexe. 
D'apres la Remarque A. 2. 3, on pent supposer Kc simplement connexe. Comme il a 
ete vu dans le paragraphe A. 2.1, le calcul de I'image par (/jf)* de la classe a^, pour 
un element w du groupe de Weyl de [Kc,Kc] (qui s'identifie au groupe de Weyl de 
Kc), revient a connaitre les images par /* des poids fondamentaux de Kc, ainsi que la 
decomposition de en sommes et produits de termes de degre 2. C'est cette deuxieme 
operation qui est difficile a calculer en general, meme si nous avons une maniere effective 
de le realiser pour chaque groupe. 

Cependant, ici, nous travaillons avec le groupe GLj.(C), ou plus exactement sur sa 
partie semi-simple SLj.{C) qui est simplement connexe, ce qui diminue la difficultc. Dc 
plus, nous ne nous intcrcssons pas au calcul de tons les a-y,. Ceux qui nous interessent, 
les elements Wk, ont une decomposition finalement tres simple. 



Lemme A. 2.4. — Pour tout k ^ 2, . . . ,r -1, on a af; .a^l = cTf;_,...,,+,,,^,,,_,,,. De 
plus, af;.a^l = 0, et af^.a^l = af;. 



Demonstration. — Les poids fondamentaux de 51^ sont bien connus. Si on note e* la 
forme lineaire sur fisl^ definie par 



/ hi 



\ 



hr 



= hi. 



on aura n, 



V 



Yli=i e*- De plus, si a 



a. 



est une racine quelconque, alors la 



coracine a'/j est la matrice diagonale dont tons les elements diagonaux sont nuls sauf 
le i-ieme qui vaut 1 et le j-ieme qui vaut —1. Par consequent, nous avons les valeurs 
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suivantes, dans le cas ou aij est positive, c'est-a-dire i < j, 

si < i, 
= < lsii<k<j, 



si j < k. 



On en deduit que 



fjBr Br 



i<k<j 
liwkSai .)=/(l6fc)+l 



d'apres la formule (A. 2.1). Les Lemmes A. 1.8 et A. 1.9 nous indiquent que le seul couple 
verifiant l<i<A;<j<ret l{wkSa^^) = l{wk) + l est le couple (A;— 1, A;+l). Dans 
le cas ovl 2 < k < r — 1, I'equation (A. 2. 2) et la formule Wk^aij = Sr-i ■ ■ ■ s^+iSk-iSk, 
toujours du Lemme A. 1.8, nous permcttent de conclure la premiere assertion du lemme. 
Pour k=l, onak — 1 = n'entre pas en compte, done <jf^ .a!?'^ = 0. Et la derniere 
assertion est evidente puisque Wr = id. □ 

Nous avons un resultat similaire, en decalant d'un cran le k du cts^. 
Lemme A.2.5. - Pour tout k = 2, . . . ,r - 1, on a <1,.<^ = af;_„„,,^,,,^,,,_,,, + 

Wk-l 

Demonstration. — Par un raisonnement identique a la preuve du Lemme A. 2. 4, nous 
obtenons la formule suivante. 



Br Br ^ 



i<k-l<j 



De la meme maniere, le seul couple verifiant l<i<A;<_7<ret /(wfeS^i j) — 
K''^k) + 1 est le couple (/c — 1, /c + 1), grace au Lemme A. 1.8. Puisque 2 < /c ^ r — 1, 
ce couple-la sera toujours present. II reste a voir les couples {i,k). Le Lemme A. 1.10 
nous affirme que le seul i < k — 1 qui verifie /(wfeSa. j.) = l{wk) + 1 est ?' = k — 1. 

L'equation (A.2.3) devient af^^_^.a^l = aZ\...s^^^sk+iSk-iSk + '^^l-i^ voulions 
demontrer. □ 

Theoreme A. 2. 6. — Pour tout entier /c e {2, . . . , r — 1}, on a 

— Br / —Br —Br\ ^Br 

On peut ecrire cr?^_^ uniquement en terme des afj', pouri = k, . . . ,r — l, de la maniere 
suivante, 



Br = ((jBr _ (jBr\ (^Br _ Br )_... ((jBr _(jBr 
Wk-1 y Sk-1 Sk ^ y Sk ^Sfc+l^ ■\'^Sr-2 Sr-ir^ Sr-1 



Demonstration. — Des formules obtcmics dans les Lemmes A. 2. 4 et A.2.5, I'egalite 
a?'' = (df'^ — af'').a?'' est claire. La deuxieme assertion est une simple recurrence 
sur k, en utilisant le fait que Wr-i = Sr-i- D 
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Nous sommes maintenant en mesure de calculer les images par (fx)* des classes 
de cohomologie cr^l_^ G H*(GL^(C)/i?r, Z), pour k e {2, ...,r}. Nous regardons ici 
I'application 

( m) 

H ^ 



Nous noterons dorenavant t^^ = tfl [t, B]. II est evident que fxi^i) = Alt^s; P^'^ conse- 
quent, fx{7^a,,i+i) = Ej=i/3ilt.. et fx{^^a,-l,^) - fx{^ai,i+r) = -Pi\us- En appliquaut ceci 
a = «1i • • • -(^la pour k<r-l, nous obtenons I'egalite 

/ r-1 



i=k 



qui nous donne la formule 

(/a^)*«^j = e ( i-/3kU . . . {-^-lU{J2P^u 1 ■ (A.2.4) 



r-1 



i=l 



Nous avons aussi evidemment 

(/A^)>^;_J = efx^AL). (A.2.5) 



Le lemme suivant va nous permettre de transformer la somme Yli=i Altss apparaissant 
ci-dessus. 

Lemme A. 2.7. — Soit M une representation complexe de Kc et 5 — Yli^eWr [m)^ 
la somme de tous les poids de I'action de Tc sur M. Alors — 0. 

Demonstration. — La representation M de Kq induit une representation de Kq sur 
le determinant det M = /\ M de M . Ce dernier est une droite vectorielle, done 
on obtient un caractere x '■ ~^ C*. Sa derivee dxe : tc ~^ *C est un morphisme 
d'algebres de Lie. Or, ici, C est une algebre de Lie abelienne, done, pour tout X,Y E tc, 
nous aurons dxe{[^,'^]) = 0. Et il est clair que 5 — E^e2irtT(E) ~ 'idXeli^- Puisque 
= tn [t, t], on en conclut que (^It^s = 0. □ 

Dans notre cas, nous avons numerote, avec redondance, les poids de Taction de Tc 
sur M, de sorte que 5 — E[=i A- Ainsi, —^rliss = YllZi Altss- Nous pouvons remplacer 
cette valeur dans les equations (A.2.4) et (A.2.5), ce qui donne 

iffy (<_,) = ii-MuJ ■ ■ ■ i-PrU) . (A.2.6) 
pour tout entier A; e {2, . . . , r}. 



ANNEXE B 



CLASSE FONDAMENTALE DES VARIETES DE 

SCHUBERT 



Pour definir les classes de Schubert, le passage delicat est de bien definir la classe 
fondamentale d'une variete de Schubert, meme quand celle-ci n'est pas lisse. Cette 
definition doit bien sur coi'ncider avec la definition standard de classe fondamentale 
lorsque la variete est hsse. 

Pour ce faire, nous presentons ici la methode tres elegante utilisant I'homologie de 
Borel-Moore. Tous les details dc ccttc construction se trouvent dans [Ful97, Appendice 
B] et [Man98, Appendice], dont les paragraphes suivants s'inspirent largement. 



B.l. Classe fondamentale d'une vsiriete projective irreductible lisse 

Toute variete projective irreductible lisse X de dimension n pent ctrc vue comme une 
variete differentiable reelle compacte de dimension 2n. De plus, la structure complexe 
confere a X une orientation. 11 est bien connu que le groupe d'homologie de degre maxi- 
mal H2n{X) est alors canoniquement isomorphe a Z, ou Hi{X) := Hi{X, Z) designe le 

groupe d'homologie singuliere sur X. Le choix d'une orientation revient ici a choisir 
un generateur de H2n{X). La variete lisse X possede done une classe fondamentale, 
notee [X\, telle que 

H2n{X) = 'L-[X]. 

Cette classe fondamentale permet de definir un isomorphisme entre les groupes d'homo- 
logie et de cohomologie de la variete X, la dualite de Poincare, donne par I'application 

• n[X]: W{X) H2n-i{X) 
a I — )• a n [X] , 

realisant le produit cap avec la classe fondamentale de X. La dualite de Poincare est 
evidemment valable pour toute variete differentiable compacte connexe orientee. 
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B.2. Homologie de Borel-Moore 

Soit X un espace topologique et A une partie de X (qui sera le plus souvent ouvert 
dans X). Les groupes de cohomologie /7*(X, A) sont definis comme groupes de coho- 
mologie du complexe C*{X^A) des cochaines singulieres (c'est-a-dire fonctions sur les 
chaines singulieres a valeurs dans Z) sur X qui s'annulent sur A. 

Si X est homeomorphe a un ferme d'un espace affine M", alors on definit les groupes 
d'homologie de Borel-Moore 

Hi{X) = i7"-^(R",R"\X). 

Le premier point a noter est que cette definition est independante du choix de I'lio- 
meomorphisme dans un espace affine [Ful97, Appendice B Lemme 1]. 

De plus, on pent remplacer I'espace affine par une variete difFerentiable orientee quel- 
conque. En efFet, d'apres [Ful97, Appendice B Lemme 1], si X est homeomorphe a une 
partie fermee d'une variete differentiable orientee M, alors il existe un isomorphisme 
canonique entre Hi{X) et H™'~''^{M, M \ X), ou m designe la dimension de la variete 
M. En particulier, si X est une variete difFerentiable orientee connexe de dimension n, 
on a 

Hi{M) = H''-\M, M\M)^ H''-\M). 

Ainsi, Hi[M) = des que i > n, et Hn[X) = H^{M) = 1a. II existe done une classe 
fondamentale [X\ de sorte que 

Hn{X) = 'L-[X]. 

Si X est egalement compacte, alors par dualite de Poincare, les groupes d'homologie 
Hi{X) sont egaux aux groupes d'homologie singuliere Hi{X) ordinaires. 

Soit U un ouvert d'un espace topologique X qui se plonge dans une variete orientee 
M. Alors il existe une application de restriction canonique de Hi{X) dans Hi{U). En 
efFet, U est un Ferme dans la variete orientee N = M \ [X \ U), d'ou le morphisme 
suivant, donne par 1' application de restriction en cohomologie, 

Hi{X) = ff"-^(M, M\X) — > H'^-\N, N\U) = Hi{U), 

ou n = dimM = dimA^. En decoule la suite exacte longue ([Ful97, Appendice B 
Lemme 3]) 

y HiiX \ U) -> Hi{X) ^ HiiU) i7._i(X \U)^--- . 

Enfin, meme si I'image directe entre les groupes d'homologie Hi n'est pas dcfinie 
pour toute application continue, elle Test pour les applications continues propres. 

B.3. Classe fondamentale des sous-v£irietes algebriques irreductibles 

Soient X une variete projective irreductible lisse de dimension complexe n, et Y 
une sous-variete algebrique irreductible fermee de X . Alors I'enscmblc dc scs points 
singuliers Sing(F) est une sous-variete algebrique de Y de codimension complexe au 



B.3. CLASSE FONDAMENTALE DES SOUS-VARIETES ALGEBRIQUES IRREDUCTIBLES 163 



moins un, done de codimension reelle au moins deux. De plus, comme Y est irreductible, 
Y \ Sing(y) est une variete lisse connexe et, par une recurrence sur la dimension de Y 
[Ful97, Appendice B Lemme 4], on montre que Hg(Y) = si g > 2 dime F, et 

^2dimcy(>^) - H2duncY{Y \ Sing(F)) ~ Z. 

Ceci permet de definir une classe fondamentale [Y] dans H2dimcY{Y), image de celle 
de F \ Sing(F) par I'isomorphisme ci-dessus. L'injection i : Y X, etant continue 
et propre, permet de definir I'image de la classe fondamentale de Y dans le groupe 
d'homologie i?2(dimcX-dimc que Ton notera egalement [Y]. 

Supposons que X admet une decomposition cellulaire finie X = Yiiei^i^ 
cellules Yi sont isomorphes a des espaces affines et verifient des conditions de bord 

Y,\Y,= l[Y„ 

avec rij < rii si j G Jj. Alors, chaque Yi a sa classe fondamentale dans H'^i^^™'^ ■^""''^X) , 
et on a 

ni=n—q 

et H^i+^X) = 0, pour tout g = 0, . . . , n. 

Soit f : X ^ Z un morphisme entre deux varietes projectives irreductibles lisses. 
Pour toute sous- variete irreductible fermee F de X de dimension k, f{Y) est une 
sous- variete fermee irreductible de Z de dimension au plus k. De plus, si f{Y) est de 
dimension k, alors il existe un ouvert de Zariski U de f{Y) tel que I'application de Y 
dans f{Y) determine un revetement fini de f^^(U) fl Y sur U . Le nombre de feuillets 
de ce revetement est appele degre de Y sur f{Y). On a alors la propriete suivante : 

f (\Y]\ = / si dim/(r) < dimF 

^*^^ ^' \d[f{Y)] sir est de degre d sur /(F). 

Pour terminer, soient Y et Y' deux sous-varietes irreductibles fermees de la variete 
projective irreductible lisse X . Supposons que I'intersection Y r\Y' est I'union de sous- 
varietes irreductibles Zi, . . . , Z,. de X. 

On dira que I'intersection Y r\Y' est propre si la codimension de chaque Zi dans X 
est egale a la somme des co dimensions de Y et Y' dans X. On dira egalement que Y 
et Y' s'intersectent transversalement si pour tout point z dans un ouvert de Zariski de 
chaque Zi, on a I'egalite suivante sur les espaces tangents 

Alors, si Y et Y' s'intersectent proprement et transversalement, le produit cup des 
classes fondamentales [Y] et [Y'] est donne par 

[Y].[Y'] = [Z,] + ... + [ZA. 



ANNEXE C 



EXEMPLES DE TRIPLETS DE T; NON 
TRIVIAUX INTERVENANT DANS LE 
PROBLEME DE HORN 



Dans ce court appendice, nous explicitons des triplets non triviaux de I'ensemble T" 
defini au paragraphe 1.3.3. Ces triplets interviennent dans la preuve du Theoreme 3.3.4 
donnant les equations du polyedre Ax(Ca) pour une or bite coadjointe holomorphe 
pour le groupe SU{n, 1). 



C.l. Les triplets du type {I,I,L^) 

Soit / C {1, . . . ,n} avec |/| = r ^ n — 1. Notons I = {n — i + 1; i G /} et 
U^ = {n — r + l<n — r + 2<...<n — 1< n}. Les trois sous-ensembles /, / et 
de {1, . . . ,n} sont de meme cardinal r. 

Proposition C.1.1. — Le triplet {I,I,L^) appartient d . 

Demonstration. — ici, / C {1, . . . , n} est quelconque, de cardinal r, J — I et L — U:. 
Numerotons les elements de / par ordre croissant : I — {ii < ■ ■ ■ < ir}. On a alors 
I = {n — i.f + 1 < . . . < n — ii + 1} . \ja. partition A(/) est definie au paragraphe 1.3.3 
par A(/) — {ir — r ^ ir-i — (r — 1) ^ . . . ^ ^2 — 2 ^ ii — 1), et les autres sont 

A(/) = {n — ii—r + 1 n — i2—r + 2 ^ ... n — ik—r + k ^ ... ^ n — ir-i — 1 ^ n — ir) 

et 

A(L") = (n — r^n — r^...'^n — r^n — r). 

Prenons maintenant les trois matrices diagonales reelles, done hermitiennes, de spectres 
respectifs A(J), A(J) et A(L;?) : 

A = diag(v - r, . . . , ir-k+i - (r - /c + 1), . . . , ii - 1), 

B = diag(n - v, . . . , n - V-fc+i - {k - 1), . . . ,n - ii - {r - 1)), 

C = diag(n — r, . . . ,n — r . . . ,n — r). 

On a clairement A + B = C. Le Theoreme 1.3.5 permet alors de conclure que le triplet 
(/, 7, L;^) appartient a T^}. □ 



166 



ANNEXE C. EXEMPLES DE TRIPLETS DE 



C.2. Les triplets du type {IJ^L"^) 

Soit a nouveau I C {1, . . . ,n} avec \I\ = r ^ n — 1. Supposons maintenant 1 e /. 
Nous notons I* = {i - 1; i e /\{l}}U{n} etL" = {l<n-r + 2<n-r + 3<...< 
n — 1 < n}. On indexe les elements de / par ordre croissant, I = {1 < i2 < ■ ■ ■ < ir} , 
ce qui nous donne pour les autres ensembles, I* = {i2 — I < ■ ■ ■ < ir — ^ < n} et 
7* = {1 < n - ir + 2 < . . . < n - i2 + 2}. 

Proposition C.2.1. — Le triplet (/,/*, L") appartient a T". 

Demonstration. — On utilise a nouveau le Theoreme 1.3.5. Cette fois-ci, on a A(/) = 
(v — r ^ . . . ^ 22 ~ 2 ^ 0), ainsi que 

A(F) ^{n-i2 + 2-r^...^n-ik + 2-{r-k + l)^...^n-ir^0) 

et 

A(LJ?) = (n — r^n — r^...^n — r^O). 

On pent prendre comme matrices hermit iennes, de spectres respectifs ces trois r-uplets, 
les matrices diagonales reelles suivantes : 

A = diag(i,. - r, . . . , ir-k+i - (r - A; + 1), . . . , -^2 - 2, 0), 

B = diag(n — ir, . . . ,n — V-fe+i — {k — 1) , . . . , n — i2 — r + 2, 0) , 

C = diag(n — r, . . . ,n — r . . . ,n — r,0). 

On obtient I'egalite attenduc . A + B = C. Done le triplet (/, /*, L") appartient bien 
a d'apres le Theoreme 1.3.5. □ 
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RESUME 



L'objet de cette these est I'etude de la structure symplectique des orbites coadjointes 
holomorphes, et de leurs projections. 

Une orbite coadjointe holomorphe (9a est une orbite coadjointe elliptique d'un groupe 
de Lie G reel semi-simple connexe non compact a centre fini provenant d'un espace sy- 
metrique hermitien G/K, telle que Ca puisse etre naturellement munie d'une structure 
kahlerienne G-invariante canonique. Ces orbites coadjointes sont une generalisation de 
I'espace symetrique hermitien G/K. 

Dans cette these, nous prouvons que le symplectomorphisme de McDuff se genera- 
lise aux orbites coadjointes holomorphes. Ce symplectomorphisme est ensuite utilise 
pour determiner les equations de la projection de I'orbite 0\ relative au sous-groupe 
compact maximal K de G, en faisant intervenir des resultats recents de Ressayre en 
Theorie Gcomctriquc des Invariants. On donnc cgalement un critere cohomologique 
pour calculer I'ensemble des equations du polyedre moment. 

MOTS-CLES 

Orbite coadjointe, projection d'orbite, symplectomorphisme de McDuff, GIT, cone 
ample. 

ABSTRACT 

This thesis studies the symplectic structure of holomorphic coadjoint orbits, and 
their projections. 

A holomorphic coadjoint orbit Ca is an elliptic coadjoint orbit which is endowed 
with a natural invariant Kahlerian structure. These coadjoint orbits are defined for 
real semi-simple connected non compact Lie group G with finite center such that 
G/K is a Hermitian symmetric space, where is a maximal compact subgroup of G. 
Holomorphic coadjoint orbits are a generalization of the Hermitian symmetric space 
G/K. 

In this thesis, we prove that the McDuff's symplectomorphism, available for Her- 
mitian symmetric spaces, has an analogous for holomorphic coadjoint orbits. Then, 
using this symplectomorphism and recent GIT arguments from Ressayre, we compute 
the equations of the projection of the orbit Ca, relatively to the maximal compact 
subgroup K. 
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